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1. Система обыкновенных дифференциальных уравнений 
в нормальной форме. Определение решения системы. 
Теорема существования и единственности решения  

системы 
 
Дифференциальное уравнение первого порядка связывает три 

переменные величины:  неизвестную функцию ݔሺݐሻ,  ее производ‐
ную ݔሶሺݐሻ  и  независимую  переменную   ݐ и  в  общем  случае  имеет 
вид 

,ݐሺܨ ,ݔ ሶሻݔ ൌ 0.   (1.1) 
 

Если  удается  разрешить  это  уравнение  относительно  произ‐
водной и записать в виде 

ሶݔ ൌ ݂ሺݐ,   ,ሻݔ (1.2) 
 

то говорят о дифференциальном уравнении первого порядка, раз‐
решенном относительно производной. 

Когда  рассматривается  система  дифференциальных  уравне‐
ний для ݊ неизвестных функций ݔଵሺݐሻ, … ,  ,ሻݐሺݔ связывающая эти 
функции, их производные и независимую переменную ݐ, и удается 
разрешить  ее  относительно  производных  ,ሻݐሶଵሺݔ … ,  ,ሻݐሶሺݔ то  эту 
систему 

ቐ
ሶଵݔ ൌ ଵ݂ሺݐ, ,ଵݔ … , ,ሻݔ
ሶଶݔ ൌ ଶ݂ሺݐ, ,ଵݔ … , ………………………,ሻݔ
ሶݔ ൌ ݂ሺݐ, ,ଵݔ … , ሻݔ

 

 

называют нормальной. 
Введем векторные функции 
 

ሻݐԦሺݔ ൌ ቌ
ሻݐଵሺݔ
⋮

ሻݐሺݔ
ቍ,			 Ԧ݂ሺݐ, Ԧሻݔ ൌ ቌ

ଵ݂ሺݐ, Ԧሻݔ
⋮

݂ሺݐ, Ԧሻݔ
ቍ 

 

и запишем нормальную систему в векторной форме: 
 

Ԧሶݔ ൌ Ԧ݂ሺݐ,   .Ԧሻݔ (1.3) 
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Будем  предполагать,  что  правые  части  ଵ݂, … , ݂    системы 
определены  и  непрерывны  в  некоторой  области ܩ  пространства 
ܴାଵ, в котором координатами точки являются числа ݐ, ,ଵݔ … ,  .ݔ

Приведем  определение  решения  системы  дифференциаль‐
ных уравнений. Решением системы уравнений 

 
Ԧሶݔ ൌ Ԧ݂ሺݐ,  Ԧሻݔ

 
называется вектор‐функция ݔԦ ൌ φሬሬԦሺݐሻ, определенная на некотором 
интервале  ሺݐଵ,  ଶሻݐ и  обращающая  уравнение  (1.3)  в  тождество 
ௗሬሬሬԦሺ௧ሻ
ௗ௧

≡ Ԧ݂ሺݐ, φሬሬԦሺݐሻሻ  на  всем  интервале  ሺݐଵ,  .ଶሻݐ Для  подстановки 
необходимо,  чтобы  вектор‐функция  φሬሬԦሺݐሻ  имела  производные  в 
каждой точке интервала ሺݐଵ,  ଶሻ и правая частьݐ Ԧ݂ሺݐ, ‐Ԧሻ была опреݔ
делена для всех подставляемых в нее значений,  т.е. ሺݐ, φሬሬԦሺݐሻሻ ∈  ܩ
при ݐ ∈ ሺݐଵ,  .ଶሻݐ

Промежуток ሺݐଵ, ‐ଶሻ называется интервалом определения реݐ
шения.  

З а м е ч а н и я  1. Из определения следует, что решение φሬሬԦሺݐሻ 
имеет производную. Эта производная непрерывна на ሺݐଵ, ‐ଶሻ в сиݐ
лу тождества ௗሬሬሬԦሺ௧ሻ

ௗ௧
≡ Ԧ݂ሺݐ, φሬሬԦሺݐሻሻ. 

2.  Функция  φሬሬԦሺݐሻ ൌ െ ଵ
௧
  обращает  в  тождество  уравнение 

ሶݔ ൌ ,∞ଶ на множестве ሺെݔ 0ሻ ∪ ሺ0, ∞ሻ, но не является решением 
на этом множестве. Можно говорить о двух различных решениях. 
Одно из них φሬሬԦሺݐሻ ൌ െ ଵ

௧
 на промежутке ሺെ∞, 0ሻ, второе φሬሬԦሺݐሻ ൌ െ ଵ

௧
 

на промежутке ሺ0, ∞ሻ. 
Сформулируем теорему  существования  и  единственности 

решения для нормальной системы. 
Теорема  1.  Пусть  правые  части  системы  (1.3)  определены  и 

непрерывны  вместе  со  своими  частными  производными 
డሺ௧,௫Ԧሻ
డ௫ೕ

			ሺ݅ ൌ 1,… , ݊; 		݆ ൌ 1,… , ݊ሻ  в  некоторой  области  ܩ ⊂ ܴାଵ. 

Тогда для каждой точки ሺݐ, ሻݔ ∈ Ԧݔ существует решение ܩ ൌ φሬሬԦሺݐሻ, 
определенное  на  некотором  интервале,  содержащем  точку   ,ݐ и 
удовлетворяющее  условию  φሬሬԦሺݐሻ ൌ  .Ԧݔ При  этом  если  имеются 
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два  каких‐либо  решения ݔԦ ൌ φሬሬԦሺݐሻ  и ݔԦ ൌ ψሬሬԦሺݐሻ  системы  (1.3),  удо‐
влетворяющих  условию  φሬሬԦሺݐሻ ൌ ψሬሬԦሺݐሻ ൌ  ,Ԧݔ причем  каждое  ре‐
шение определено на своем собственном интервале значений пе‐
ременной   ,ݐ содержащем  точку   ,ݐ то  эти решения  совпадают на 
пересечении их интервалов определения.  

З а м е ч а н и я.  1. Следует обратить внимание на то, что част‐

ные  производные  డሺ௧,௫Ԧሻ
డ௫ೕ

			ሺ݅ ൌ 1,… , ݊; 		݆ ൌ 1,… , ݊ሻ,  непрерыв‐

ность которых предполагается в условии теоремы, берутся только 
по переменным ݔଵ, … ,   .ݐ , а не по независимой переменнойݔ

2.  Условие  φሬሬԦሺݐሻ ൌ  ,Ԧݔ которому  удовлетворяет  решение, 
называют  начальным  условием,  а  значения   ,Ԧݔ ,ݐ которые фигу‐
рируют в начальном условии, − начальными значениями. Поэтому 
говорят,  что  решение  Ԧݔ ൌ φሬሬԦሺݐሻ  удовлетворяет  начальному  усло‐
вию φሬሬԦሺݐሻ ൌ  .Ԧݔ ,ݐ Ԧ или имеет начальные значенияݔ

3.  В  теореме  существования  и  единственности  для  нормаль‐
ной  системы  утверждается,  что  для  любых  начальных  значений 
ሺݐ, ሻݔ ∈  ܩ существует  решение  Ԧݔ ൌ φሬሬԦሺݐሻ  с  этими  начальными 
значениями  (существование  решения).  Далее  утверждается,  что 
если имеются два решения с одинаковыми начальными значени‐
ями,  каждое из  которых  определено на  своем интервале,  содер‐
жащем ݐ, то эти решения совпадают на пересечении этих интер‐
валов (единственность решения). 

Решение ݔԦ ൌ ψሬሬԦሺݐሻ  системы  (1.3), определенное на интервале 
,ଷݐ) Ԧݔ ସሻ, называют продолжением решенияݐ ൌ φሬሬԦሺݐሻ  той же систе‐
мы,  определенного на  интервале  ሺݐଵ,  ,ଶሻݐ если  ሺݐଵ, ଶሻݐ ⊂ ሺݐଷ,  ସሻݐ и 
φሬሬԦሺݐሻ ൌ ψሬሬԦሺݐሻ при ݐ ∈ ሺݐଵ,    .ଶሻݐ

Решение  называется  непродолжаемым,  если  не  существует 
отличного от него решения, являющегося его продолжением. 

Можно доказать, что любое решение может быть продолжено 
до не продолжаемого единственным образом. 

З а м е ч а н и е.  Не следует думать, что если правая часть (1.3) 
определена при всех ݐ ∈ ሺെ∞, ∞ሻ и всех ݔԦ ∈ ܴ (т.е. ܩ ൌ ܴାଵሻ, 
то  непродолжаемое  решение  будет  определено  при  всех 
ݐ ∈ ሺെ∞, ∞ሻ. Например, правая часть уравнения ݔሶ ൌ ‐ଶ опредеݔ
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лена  всюду,  но  решение  ݔ ൌ െ ଵ
௧
  с  начальными  значениями 

ݐ ൌ െ1, ݔ ൌ 1 является непродолжаемым вправо за точку ݐ ൌ 0, 
так как уходит на бесконечность. 

Такое не происходит с решениями линейной системы диффе‐
ренциальных уравнений: 

ሶݔ ൌ ܽሺݐሻݔ  ܾሺݐሻ; ݅ ൌ 1,… , ݊,


ୀଵ

 

 

которую будем записывать в векторно‐матричной форме: 
 

Ԧሶݔ ൌ Ԧݔሻݐሺܣ  ሬܾԦሺݐሻ.   (1.4) 
 

Теорема  2.  Если  коэффициенты  ܽሺݐሻ  и  свободные  члены 
ܾሺݐሻ  нормальной  линейной  системы  (1.4)  определены  и  непре‐
рывны  при  ݐ ∈ ሺݏଵ,  ,ଶሻݏ то  для  любых  начальных  значений   ,ݐ  Ԧݔ
при  условии  ݐ ∈ ሺݏଵ,  ଶሻݏ существует  решение,  определенное  на 
всем интервале ሺݏଵ,  .ଶሻݏ

Из  этой  теоремы  следует,  что  если  коэффициенты  и  свобод‐
ные члены  (1.4) определены при всех ݐ,  то для любых начальных 
данных существует решение, определенное на всем бесконечном 
интервале. 

Решение  Ԧݔ ൌ φሬሬԦሺݐሻ  системы  (1.3)  определяет  в  пространстве 
ܴାଵ  с  координатами  ,ݐ ,ଵݔ … ,  ݔ кривую  с  параметрическими 
уравнениями  

 

൞

ݐ ൌ ,ݐ
ଵݔ ൌ φଵሺݐሻ,

⋮
ݔ ൌ φሺݐሻ,

ݐ ∈ ሺݐଵ,   .ଶሻݐ (1.5) 

 
Эту кривую называют интегральной кривой. 

Если  выполнены  условия  теоремы  существования  и  един‐
ственности  решения  (1.3),  то  через  каждую  точку  ሺݐ, Ԧሻݔ ∈ ܩ ⊂
ܴାଵ проходит единственная интегральная кривая, которая в каж‐
дой своей точке имеет касательную. Множество этих касательных 
образует поле направлений в области ܩ ⊂ ܴାଵ. 
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Найдем  направляющий  вектор  касательной  к  интегральной 
кривой, проходящей через точку ሺݐ, Ԧሻݔ ∈  Дифференцирование .ܩ
параметрических  уравнений  (1.5)  в  точке  ሺݐ, Ԧሻݔ ∈  ܩ по   ݐ дает 
компоненты этого направляющего вектора: 

 

1;φሶ ଵሺݐሻ, … , φሶ ሺݐሻ .   (1.6) 
 

С  учетом  того,  что  для  Ԧݔ ൌ φሬሬԦሺݐሻ  выполняется  тождество 
ௗሬሬሬԦሺ௧ሻ
ௗ௧

≡ Ԧ݂ሺݐ, φሬሬԦሺݐሻሻ для всех ݐ из интервала определения решения и 
 ݐ принадлежит  этому  интервалу,  компоненты  направляющего 
вектора можно представить в виде  

 

1; ݂ሶଵሺݐ, ,Ԧሻݔ … , ݂ሶሺݐ,   .Ԧሻݔ (1.7) 
 

Таким  образом,  поле  направлений  задается  правой  частью 
нормальной системы (1.3). 

Решения нормальной системы интерпретируются геометриче‐
ски в виде интегральных кривых в ሺ݊  1ሻ‐мерном пространстве с 
координатами  ,ݐ ,ଵݔ … ,  ,ݔ а  сама  система  −  с  помощью  поля 
направлений в этом пространстве ܴାଵ. 

Приведем  пример  применения  теоремы  1.  Решим  нормаль‐
ную линейную систему уравнений  

 

ሶݔ ൌ െω,ݕ				ݕሶ ൌ ωݔ .   (1.8) 
 

Множеством ܩ для нее является все трехмерное пространство 
с координатами ݐ, ,ݔ  Непосредственно проверяется, что система .ݕ
функций  

 

ݔ ൌ ܿଵ cosሺωݐ  ܿଶሻ ݕ			, ൌ ܿଵsin	ሺωݐ  ܿଶሻ,   (1.9) 
 
где  ܿଵ  и  ܿଶ  −  произвольные  постоянные,  представляет  собой  ре‐
шение  системы  (1.8).  Для  того  чтобы  показать,  что,  выбирая 
надлежащим  образом  постоянные  ܿଵ  и  ܿଶ,  можно  получить  по 
формуле  (1.9)  произвольное  решение,  зададимся  начальными 
значениями ݐ, ,ݔ   и покажем, что среди решений (1.9) имеетсяݕ
решение с этими начальными значениями. Мы получаем для по‐
стоянных ܿଵ и ܿଶ условия  
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ܿଵ cosሺωݐ  ܿଶሻ ൌ ܿଵ			,ݔ sinሺωݐ  ܿଶሻ ൌ   . ݕ (1.10)  
 

Пусть  ρ  и  φ  −  полярные  координаты  точки  ሺݔ,  ,ሻݕ так  что 
ݔ ൌ ρcosφ, ݕ ൌ ρsinφ. Тогда уравнения (1.10) переписываются в 
виде 

ܿଵ cosሺωݐ  ܿଶሻ ൌ ρcosφ,					ܿଵ sinሺωݐ  ܿଶሻ ൌ ρsinφ. 
 

Полагая ܿଵ ൌ ρ, ܿଶ ൌ φ െ ωݐ, мы, очевидно,  выполним усло‐
вия  (1.10).  Таким образом,  через  каждую  точку  ሺݐ, ,ݔ  ሻݕ прохо‐
дит решение, задаваемое формулой (1.9). В силу теоремы 1 (един‐
ственность) формула (1.9) охватывает совокупность всех решений. 

 
 

2. Автономная нормальная система.  
Фазовое пространство этой системы.  

Фазовые траектории автономной системы 
 
Автономной  или  динамической  называют  систему  обыкно‐

венных дифференциальных уравнений, если в нее явно не входит 
независимая переменная ݐ, которую будем интерпретировать как 
время. 

В  векторной  записи  автономная  нормальная  система  имеет 
вид 

Ԧሶݔ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ.   (2.1) 
 

Автономность системы  (2.1) заключается в том, что ее правая 
часть  Ԧ݂ሺݔԦሻ  является  вектор‐функцией  переменных  ,ଵݔ … ,  ݔ и  не 
зависит от времени  ݐ. 

Будем  предполагать,  что  условия  теоремы  существования  и 
единственности решения выполнены в некоторой области ܩ ⊂ ܴ, 
в  которой  координатами  точки  являются  ሺݔଵ, … ,  .ሻݔ Область   ܩ
может быть как ограниченной, так и неограниченной. В частности, 
она может  совпадать со всем пространством ܴ.  Таким образом, 
предполагаем непрерывность функций 

 

݂ሺݔଵ, … , ,ሻݔ
߲ ݂ሺݔଵ, … , ሻݔ

ݔ߲
	ሺ݅, ݆ ൌ 1,2, … , ݊ሻ 



9 
 

на множестве G. В дальнейшем будем применять обозначение 
 

డԦሺ௫Ԧሻ
డ௫Ԧ

ൌ ൮

డభ
డ௫భ

⋯ డభ
డ௫… … …

డ
డ௫భ

… డ
డ௫

൲. 

 
Непосредственным  следствием  автономности  является  сле‐

дующее  свойство  решений  системы  (2.1).  Если  Ԧݔ ൌ φሬሬԦሺݐሻ  есть  ре‐
шение  автономной  системы,  то  Ԧݔ ൌ φሬሬԦሺݐ  сሻ,  где  ܿ  –  константа, 
также  есть  решение  этой  системы.  Введем  обозначение  ψሬሬԦሺݐሻ ൌ 
ൌ φሬሬԦሺݐ  сሻ  и  докажем,  что  ψሬሬԦሺݐሻ  −  решение.  Действительно,  по 
правилу дифференцирования сложной функции  

 
ௗநሬሬሬԦሺ௧ሻ
ௗ௧

ൌ ௗ
ௗ௧
φሬሬԦሺݐ  сሻ. 

 

В  тождестве  ௗ
ௗ௧
φሬሬԦሺݐሻ ൌ Ԧ݂൫φሬሬԦሺݐሻ൯,  которое  имеет  место  для  ре‐

шения φሬሬԦሺݐሻ, заменим ݐ на ݐ  с: 
 

ௗ
ௗ௧
φሬሬԦሺݐ  ܿሻ ൌ Ԧ݂൫φሬሬԦሺݐ  ܿሻ൯. 

 
С учетом введенного обозначения это тождество означает, что  
 

ௗ
ௗ௧
ψሬሬԦሺݐሻ ൌ Ԧ݂ ቀψሬሬԦሺݐሻቁ, 

 

т.е. ݔԦ ൌ φሬሬԦሺݐ  сሻ ൌ ψሬሬԦሺݐሻ – решение. Например, из того, что ݔ ൌ ݁௧–
решение уравнения ݔሶ ൌ  ,ݔ следует,  что ݔ ൌ ݁௧ାс  −  тоже решение 
этого уравнения. 

Каждое решение ݔԦ ൌ ሬ߮Ԧሺݐሻ автономной системы  (2.1) опреде‐
ляет движение точки с координатами ݔଵ, … ,  . в пространстве ܴݔ
Траекторию  этого  движения  называют  фазовой  траекторией. 
Фазовая траектория дает менее полное представление о решении, 
чем сам процесс движения ݔԦ ൌ φሬሬԦሺݐሻ. Часто эту неполноту воспол‐
няют указанием на фазовой траектории направления движения по 
этой траектории. 
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Если  наряду  с  решением  Ԧݔ ൌ φሬሬԦሺݐሻ  рассматривается  другое 
решение ݔԦ ൌ ψሬሬԦሺݐሻ  той  же  системы  (2.1),  то  фазовые  траектории, 
соответствующие этим решениям, либо не пересекаются в ܴ, ли‐
бо совпадают. Пусть фазовые траектории имеют общую точку 

 

φሬሬԦሺݐଵሻ ൌ ψሬሬԦሺݐଶሻ .   (2.2) 
 

Положим  ܿ ൌ ଵݐ െ  ଶݐ и  γሬԦሺtሻ ൌ φሬሬԦሺݐ  ܿሻ.  В  силу  свойств  авто‐
номной системы γሬԦሺݐሻ есть решение этой системы. Из (2.2) следует 
равенство 

γሬԦሺݐଶሻ ൌ φሬሬԦሺݐଶ  ܿሻ 	ൌ φሬሬԦሺݐଵሻ ൌ ψሬሬԦሺݐଶሻ, 
 

из  которого  видно,  что  решения  γሬԦሺݐሻ  и ψሬሬԦሺݐሻ  имеют  в  момент   ଶݐ
одинаковые начальные  значения и  в  силу  теоремы единственно‐
сти совпадают: 

ψሬሬԦሺݐሻ ൌ γሬԦሺݐሻ ൌ φሬሬԦሺݐ  ܿሻ. 
 

Таким  образом,  область  ܩ ⊂ ܴ,  в  которой  задана  правая 
часть  автономной  системы  Ԧሶݔ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ,  расслаивается  на  непересе‐
кающиеся фазовые траектории. Это пространство называют фазо‐
вым  пространством  автономной  системы.  Качественная  теория 
динамических систем занимается изучением разбиения области ܩ 
на  траектории.  Существенной  частью  этого  изучения  является 
установление возможного характера отдельных траекторий. 

Пусть в некоторой точке  Ԧܽ ∈ ܩ ⊂ ܴ правая часть автономной 
системы  равна  нулю.  В  этом  случае  точка  Ԧܽ  называется точкой 
покоя или положением равновесия  автономной системы. Вектор‐
функция φሬሬԦሺݐሻ ≡ Ԧܽ при  Ԧ݂ሺ Ԧܽሻ ൌ 0 является решением (2.1). Положе‐
ние равновесия  Ԧܽ является целой траекторией. Поскольку фазовые 
траектории  не  пересекаются,  другие фазовые  траектории не  вхо‐
дят в точку покоя, а могут неограниченно приближаться к ней. 

Кривую  называют  гладкой,  если  в  каждой  своей  точке  она 
имеет  ненулевой  касательный  вектор.  Например,  кривая  с  пара‐
метрическим уравнением  

 

൜
ଵݔ ൌ ,ݐ
ଶݔ ൌ ,ଶݐ ݐ ∈ ሺെ∞, ∞ሻ 
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имеет касательный вектор с компонентами ݔሶଵ ൌ 1, ሶଶݔ ൌ  Длина .ݐ2
этого вектора ݔԦሶ ൌ √1   ,не обращается в нуль ݐ ଶ ни при какомݐ4
поэтому эта кривая (парабола) является гладкой. Кривая 
 

൜
ଵݔ ൌ ,ݐ
ଶݔ ൌ ,|ݐ| ݐ ∈ ሺെ∞, ∞ሻ 

 

не имеет касательной в точке ሺ0,0ሻ и гладкой в этой точке не явля‐
ется. Кривая 

൜ ଵݔ ൌ ݐ െ sint,
ଶݔ ൌ 1 െ cost, ݐ ∈ ሺെ∞, ∞ሻ 

 

имеет касательный вектор в каждой своей точке: 
 

൜ݔሶଵ ൌ 1 െ cost,
ሶଶݔ ൌ sint, ݐ ∈ ሺെ∞, ∞ሻ, 

 

но этот вектор обращается в нулевой при ݐ ൌ 2π݇,  где ݇ – целое 
число.  В  точках,  соответствующих  значениям  параметра  ݐ ൌ 2π݇, 
гладкость кривой нарушается. 

Фазовая  траектория  уравнения  (2.1),  отличная  от  положения 
равновесия и задаваемая решением ݔԦ ൌ φሬሬԦሺݐሻ   этого уравнения, в 
любой  своей  точке  Ԧݔ ൌ φሬሬԦሺݐሻ  имеет  касательный  вектор 
φሬሬԦሶ ሺݐሻ ൌ Ԧ݂ሺφሬሬԦሺݐሻሻ ് 0, т.е. является гладкой кривой.  

Можно доказать, что возможны только три типа фазовых тра‐
екторий: 1)  точка, 2)  замкнутая  гладкая  кривая  (цикл), 3)  гладкая 
кривая без самопересечений. 

Если  решение  Ԧݔ ൌ φሬሬԦሺݐሻ  определяет  в  фазовом  пространстве 
замкнутую гладкую кривую, т.е. цикл, то это решение периодично: 

 

φሬሬԦሺݐ  ܶሻ ൌ φሬሬԦሺݐሻ,			ܶ  0. 
 

В  качестве  примера  рассмотрим  фазовые  траектории  авто‐
номной системы первого порядка: ݔሶ ൌ ଶݔ െ 1. Фазовое простран‐
ство  этой  системы  одномерно.  Приравнивая  нулю  правую  часть: 
ଶݔ െ 1 ൌ 0, найдем точки, в которых фазовая скорость равна нулю, 
т.е.  точки покоя: ݔଵ ൌ െ1 и ݔଶ ൌ 1. Эти точки разбивают фазовую 
прямую на три открытых промежутка: ሺെ∞, െ1ሻ,			ሺെ1,1ሻ,			ሺ1, ∞ሻ, 



12 
 

являющихся  фазовыми  траекториями.  На  первом  и  на  третьем 
промежутке фазовая скорость положительна, изображающая точ‐
ка по  этим  траекториям движется  вправо. На промежутке  ሺെ1,1ሻ 
фазовая  скорость  отрицательна  и  изображающая  точка  движется  
влево. 

Сопоставим  геометрическую  интерпретацию  решений  (2.1)  в 
пространстве ܴାଵ, которое иногда называют расширенным фазо‐
вым  пространством,  и  геометрическую  интерпретацию  в  фазо‐
вом  пространстве  ܴ.  Геометрическая  интерпретация  решения 
Ԧݔ ൌ φሬሬԦሺݐሻ системы (2.1) ставит в соответствие этому решению кри‐
вую   ܭ в  ሺ݊  1ሻ‐мерном  пространстве  переменных  ,ݐ ,ଵݔ … ,  ,ݔ
называемую интегральной кривой.  Здесь ݐ  является одной из ко‐
ординат  в  пространстве  ܴାଵ.  Переход  к  интерпретации  в  ݊‐
мерном фазовом пространстве переменных ݔଵ, … ,   заключаетсяݔ
в том, что мы перестаем считать величину ݐ координатой точки, а 
считаем  ее  параметром.  Таким  образом,  фазовая  траектория   ܮ
получается из кривой ܭ в результате проецирования пространства 
ܴାଵ на пространство ܴ в направлении оси ݐ.  

Геометрическую наглядность это проецирование приобретает 
при  ݊ ൌ 2.  В  этом  случае  пространство  ܴାଵ  трехмерно,  а  про‐
странство  ܴ  представляет  собой  плоскость.  Например,  каждое 
решение автономной системы уравнений  

 

ሶݔ ൌ െω,ݕ			ݕሶ ൌ ωݔ 
 

записывается в виде 
 

ݔ ൌ ݎ ∙ cosሺωݐ  αሻ,					ݕ ൌ ݎ ∙ sinሺωݐ  αሻ, 
 

где   ݎ и  α  −  константы.  Решение  определяет  в  трехмерном  про‐
странстве  переменных  ,ݐ ,ݔ  ݕ винтовую  спираль  при  ݎ ് 0  и  пря‐
мую линию при ݎ ൌ 0. В фазовой плоскости ܴଶ переменных ݔ и ݕ 
решение  определяет  окружность  при  ݎ ് 0  и  точку  (положение 
равновесия)  при  ݎ ൌ 0.  Переход  от  кривых  в  пространстве  ܴଷ  к 
кривым  на  плоскости  ܴଶ  осуществляется  проецированием  в 
направлении оси ݐ на координатную плоскость ݕݔ. 

Таким образом,  автономная система в фазовом пространстве 
определяет векторное поле фазовых скоростей, а в расширенном 
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фазовом пространстве − поле направлений. Решение автономной 
системы  в  фазовом  пространстве  определяет  фазовую  траекто‐
рию, а в расширенном фазовом пространстве – интегральную кри‐
вую. 

Рассмотрим свойство решений автономной системы,  которое 
называют групповым свойством. Обозначим через ݔԦሺݐ; ‐Ԧሻ решеݔ
ние  начальной  задачи  для  (2.1),  принимающее  значение   Ԧݔ при 
ݐ ൌ 0, т.е. ݔԦሺ0; Ԧሻݔ ൌ  Ԧ. Тогдаݔ

 

ଵݐԦሺݔ  ;ଶݐ Ԧሻݔ ൌ ;ଶݐԦሺݔ ;ଵݐԦሺݔ   . Ԧሻሻݔ (2.3) 
 

Действительно,  вектор‐функции  φሬሬԦሺݐሻ ൌ ;ݐԦሺݔ ;ଵݐԦሺݔ  Ԧሻሻݔ и 
ψሬሬԦሺݐሻ ൌ ݐԦሺݔ  ;ଵݐ  Ԧሻݔ являются  решениями  (2.1).  При  ݐ ൌ 0  они 
принимают одинаковые значения: 

 

φሬሬԦሺ0ሻ ൌ ,ଵሻݐԦሺݔ ψሬሬԦሺ0ሻ ൌ  .ଵሻݐԦሺݔ
 

По  теореме  о  единственности  решения  они  совпадают,  что 
доказывает  (2.3). Полагая в  соотношении  ଵݐ (2.3) ൌ ,ݐ ଶݐ ൌ െݐ,  по‐
лучим 

;ݐԦሺെݔ ;ݐԦሺݔ Ԧሻሻݔ ൌ   .Ԧݔ (2.4) 
 
 

3. Векторное поле фазовых скоростей.  
Механическая интерпретация фазовых траекторий.  

Фазовый поток 
 
Если в каждой точке ݔԦ области ܩ ⊂ ܴ задан ݊‐компонентный 

вектор  Ԧ݂ሺݔԦሻ,  то  говорят,  что в области ܩ  задано векторное поле. 
Задание векторного поля  Ԧ݂ሺݔԦሻ полностью определяет автономную 
систему (2.1). 

Кривая из области ܩ,  в  которой задано векторное поле,  при‐
надлежит  этому полю,  если  касательный  вектор  в  каждой  точке 
кривой совпадает с вектором поля. Фазовые траектории автоном‐
ной системы (2.1) принадлежат векторному полю  Ԧ݂ሺݔԦሻ. 

Точки ݔԦ векторного поля  Ԧ݂ሺݔԦሻ, в которых вектор  Ԧ݂ሺݔԦሻ обраща‐
ется в нуль и направление его становится неопределенным, назы‐
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ваются  особыми  точками  векторного  поля.  Поэтому  положения 
равновесия автономной системы ݔԦሶ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ являются особыми точ‐
ками  векторного  поля  Ԧ݂ሺݔԦሻ.  Точки  векторного  поля,  в  которых 
длина вектора  Ԧ݂ሺݔԦሻ отлична от нуля и, следовательно, этот вектор 
имеет определенное направление, называют обыкновенными или 
неособыми.  В  малой  окрестности  неособой  точки  непрерывное 
векторное поле устроено довольно просто. Если  Ԧ݂ሺݔԦሻ ് 0, то 

 

Ԧ݂ሺݔԦሻ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ  Ԧݔ|Ԧሺߧ െ  Ԧ|ሻݔ
 

при   ,Ԧݔ близких  к   ,Ԧݔ т.е.  векторы  в  точках,  близких  к   ,Ԧݔ имеют 
примерно  ту же длину и  то же направление,  что и  вектор  Ԧ݂ሺݔԦሻ. 
Соответственно и фазовые траектории в окрестности точки, отлич‐
ной от положения равновесия, устроены просто.  

Если  точка   Ԧݔ есть  особая  точка  векторного  поля,  то  длина 
вектора  Ԧ݂ሺݔԦሻ  стремится к нулю при ݔԦ ⟶ ‐Ԧ, но направление векݔ
тора  Ԧ݂ሺݔԦሻ при этом может меняться весьма произвольно. Поэтому 
структура  векторного  поля  может  быть  очень  сложной,  как  и 
структура соответствующих фазовых траекторий. 

Приведем  одну  из  возможных  механических  интерпретаций 
динамической  системы  в ܴଷ.  Для  этого  рассмотрим  ламинарное 
течение жидкости в трехмерном пространстве. Это течение харак‐
теризуется тем, что частица жидкости в тот момент времени, в ко‐
торый  она  проходит  через  точку  Ԧݔ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ  ,ଷሻݔ имеет  скорость 
ԦሻݔԦሺݒ ൌ ሺݒଵሺݔԦሻ, ,Ԧሻݔଶሺݒ  Ԧሻሻ. Эта скорость зависит только отݔଷሺݒ точки 
‐Ԧ, но не от времени. Если другая частица в другой момент времеݔ
ни пройдет через точку ݔԦ, то мгновенная скорость в этой точке бу‐
дет  той же.  Таким образом,  в  пространстве  установилось вектор‐
ное  поле  скоростей   ,ԦሻݔԦሺݒ которое  определяет  автономную  си‐
стему 

Ԧݔ݀
ݐ݀

ൌ  ,ԦሻݔԦሺݒ
 
описывающую  движение  жидкости.  Фазовые  траектории  в  этом 
случае называют линиями тока. Линии тока − это траектории ча‐
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стиц жидкости.  В общем случае фазовые  траектории –  это  траек‐
тории  точек   ,Ԧݔ определяющих  состояние  (фазу)  системы.  Если  в 
начальный  момент  ݐ ൌ 0  автономная  (динамическая)  система 
находилась в состоянии (в фазе) ݔԦ, то с течением времени ее со‐
стояние будет меняться в соответствии с движением точки ݔԦ вдоль 
фазовой  траектории ݔԦ ൌ ;ݐԦሺݔ  .Ԧሻݔ	 Это движение  аналогично дви‐
жению  частицы жидкости  по  линии  тока.  В жидкости мы можем 
выделить какой‐то объем и проследить, как переместятся частицы 
жидкости, занимающие этом объем в начальный момент, за неко‐
торое  время.  Аналогично  мы  можем  выделить  в  фазовом  про‐
странстве динамической системы область ܦ ⊂  и проследить, как ܩ
переместятся фазовые  точки,  составляющие эту  область,  за  неко‐
торое  время.  Область ܦ  при  этом  деформируется.  Каждая  точка 
Ԧݖ ∈  ,ܦ принадлежащая ܦ  в  нулевой момент,  переместится  к  мо‐
менту ݐ в точку ݔԦ ൌ ;ݐԦሺݔ  Ԧሻ, которую будем считать образом точкиݖ	
 :Ԧ при отображении ݃௧ݖ
 

݃௧: ݖ → ;ݐԦሺݔ  .Ԧሻݖ	
 

Отображение ݃௧ݖ ൌ ;ݐԦሺݔ  .Ԧሻ называют фазовым потокомݖ	
Из  соотношений  (2.3) и  (2.4)  вытекают следующие  групповые 

свойства отображения ݃௧: 
 

݃௧భା௧మ ൌ ݃௧భ݃௧మ ൌ ݃௧మ݃௧భ, ݃௧݃ି௧ ൌ ݃, 
 

где ݃  –  тождественное  отображение.  Если  отображение ݃௧  для 
всех  точек  фазового  пространства  определено  для  любого  ݐ ∈ ܴ, 
получаем однопараметрическую группу преобразований фазово‐
го пространства, задаваемую динамической системой. 
 
 
4. Действие фазового потока на область фазового пространства 

 

4.1. Производная определителя квадратной матрицы 
 

Пусть ܣሺݐሻ – квадратная матрица порядка ݊ и ∆ሺݐሻ ൌ detܣሺݐሻ – 
ее  определитель.  Сумму  диагональных  элементов  квадратной 
матрицы называют следом этой матрицы и обозначают 
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Spܣ ൌ ܽଵଵ  ܽଶଶ  ⋯ ܽ. 
 
Если матрица ܣሺݐሻ дифференцируема и невырождена в точке 

  то в этой точке ,ݐ
 

∆ሶ ሺ௧ሻ
∆ሺ௧ሻ

ൌ Sp ቀௗሺ௧ሻ
ௗ௧

  . ሻቁݐଵሺିܣ (4.1) 
 
Докажем это утверждение. Из формулы Тейлора следует, что  
 

ݐሺܣ  ݄ሻ ൌ ሻݐሺܣ  ݄ ௗሺ௧ሻ
ௗ௧

 ݄	при	ሺ݄ሻߧ → 0. 
 
Преобразуем правую часть этой формулы: 
 

ݐሺܣ  ݄ሻ ൌ ሻݐሺܣ  ݄
ሻݐሺܣ݀
ݐ݀

ሻݐሺܣሻݐଵሺିܣ   ሻݐሺܣሻݐଵሺିܣሺ݄ሻߧ	
 
и вынесем вправо за скобки множитель ܣሺݐሻ: 
 

ݐሺܣ  ݄ሻ ൌ ሺܧ  ݄ ௗሺ௧ሻ
ௗ௧

ሻݐଵሺିܣ   .ሻݐሺܣሻሻݐଵሺିܣሺ݄ሻߧ	
 
Перепишем  последнее  соотношение,  введя  обозначение 

ܤ ൌ ௗሺ௧ሻ
ௗ௧

 ሻݐଵሺିܣ и  приняв  во  внимание,  что  ሻݐଵሺିܣሺ݄ሻߧ ൌ  .ሺ݄ሻߧ
Таким образом, 

 
ݐሺܣ  ݄ሻ ൌ ሺܧ  ܤ݄   .ሻݐሺܣሺ݄ሻሻߧ	

 
Воспользовавшись  тем,  что определитель  произведения мат‐

риц  равен  произведению  определителей  сомножителей,  из  по‐
следнего соотношения получим 

 
∆ሺݐ  ݄ሻ ൌ det ݐሺܣ  ݄ሻ ൌ det	ሺሺܧ  ܤ݄    .ሻݐሺ݄ሻሻ∆ሺߧ	 (4.2) 

 
Рассмотрим  подробнее  структуру  матрицы  ܧ  ܤ݄   ሺ݄ሻߧ	 и 

ее  определителя.  При  этом  для  простоты  ограничимся  случа‐ 
ем ݊ ൌ 2: 
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det	ሺ൫ܧ  ܤ݄  ሺ݄ሻ൯ߧ	 ൌ ฬ1  ݄ܾଵଵ  ሺ݄ሻߧ ݄ܾଵଶ  ሺ݄ሻߧ
݄ܾଶଵ  ሺ݄ሻߧ 1  ݄ܾଶଶ  ሺ݄ሻฬߧ ൌ

ൌ ൫1  ݄ܾଵଵ  ሺ݄ሻ൯൫1ߧ  ݄ܾଶଶ  ሺ݄ሻ൯ߧ െ 
െ൫݄ܾଵଶ  ሺ݄ሻ൯൫݄ܾଶଵߧ  ሺ݄ሻ൯ߧ ൌ 1  ݄Spܤ   .ሺ݄ሻߧ

 

С  учетом  полученного  результата  можем  переписать  (4.2)  в 
виде 

∆ሺݐ  ݄ሻ ൌ det ݐሺܣ  ݄ሻ ൌ ሺ1  ݄Spܤ   ,ሻݐሺ݄ሻሻ∆ሺߧ
 

что  позволяет  найти  разностное  отношение  для  определителя 
матрицы ܣሺݐሻ  в  точке   ,ݐ соответствующее  приращению  аргумен‐ 
та ݄: 

∆ሺ௧ାሻି∆ሺ௧ሻ


ൌ ൫ଵାୗ୮ାఖሺሻ൯∆ሺ௧ሻି∆ሺ௧ሻ


ൌ ሺSpܤ  ఖሺሻ

ሻ∆ሺݐሻ. 

 

Переходя к пределам в левой и правой частях последнего ра‐
венства,  найдем  значение  производной  определителя  ∆ሺݐሻ ൌ
det  :ݐ ሻ в точкеݐሺܣ

 

∆ሶ ሺݐሻ ൌ Spܤ∆ሺݐሻ ൌ Sp ቀௗሺ௧ሻ
ௗ௧

ሻቁݐଵሺିܣ ∆ሺݐሻ. 
 
Последнее  соотношение  доказывает  формулу  (4.1),  которую 

при ∆ሺݐሻ  0 часто записывают в виде 
 

ௗ
ௗ௧
ln∆ሺݐሻ ൌ Sp ቀௗሺ௧ሻ

ௗ௧
  . ሻቁݐଵሺିܣ (4.3) 

 
Рассмотрим  пример  применения  формулы  (4.1).  Вычислим 

определитель матрицы 

ሻݐሺܣ ൌ ቀcost െsint
sint cost ቁ 

 
и найдем его производную: 
 

∆ሺݐሻ ൌ det ሻݐሺܣ ൌ cosଶݐ  sinଶݐ ൌ 1;		∆ሶ ሺݐሻ ൌ 0. 
 
Теперь проведем вычисления по формуле (4.1). Производную 

матрицы находим, дифференцируя покомпонентно: 
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ௗ
ௗ௧
ሻݐሺܣ ൌ ቀെsint െcost

cost െsintቁ. 
 
Обратную матрицу можно найти, заменяя компоненты матри‐

цы ܣሺݐሻ их алгебраическими дополнениями, поскольку определи‐
тель этой матрицы равен единице: 

 

ሻݐଵሺିܣ ൌ ቀ cost sint
െsint costቁ. 

 
Вычисляем матрицу  
 

ܤ ൌ ௗሺ௧ሻ
ௗ௧

ሻݐଵሺିܣ ൌ ቀെsint െcost
cost െsinttቁ ቀ

cost sint
െsint costቁ ൌ ቀ0 െ1

1 0 ቁ. 
 
Сумма  диагональных  элементов  матрицы ܤ  равна  нулю,  т.е. 

Spܤ ൌ 0, поэтому ∆ሶ ሺݐሻ ൌ Spܤ∆ሺݐሻ ൌ 0. 
 

4.2. Дифференцирование решения по параметру.  
Система в вариациях 

 
Рассмотрим  решение  Ԧݔ ൌ ,ݐԦሺݔ αሻ  автономной  системы 

Ԧሶݔ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ, которое является дважды непрерывно дифференцируе‐
мой функцией по  совокупности переменных ݐ, α.Производная ре‐
шения по параметру డ௫Ԧሺ௧,ሻ

డ
 есть решение системы 

 
ௗ
ௗ௧

డ௫Ԧ
డ
ൌ డԦሺ௫Ԧሻ

డ௫Ԧ
డ௫Ԧ
డ
.   (4.4) 

 
Запишем  систему  дифференциальных  уравнений  (4.4),  обо‐

значив искомую вектор‐функцию символом ݕԦ: 
 

ௗ
ௗ௧
ሻݐԦሺݕ ൌ డԦሺ௫Ԧሺ௧,ሻሻ

డ௫Ԧ
  .ሻݐԦሺݕ (4.5) 

 
Система  (4.5)  есть  линейная  система  дифференциальных 

уравнений, поскольку матрица 
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߲ Ԧ݂ሺݔԦሻ
Ԧݔ߲

ൌ

ۉ

ۈۈ
ۇ

߲ ଵ݂ሺݔԦሻ
ଵݔ߲

⋯
߲ ଵ݂ሺݔԦሻ
ݔ߲

⋮ ⋱ ⋮
߲ ݂ሺݔԦሻ
ଵݔ߲

⋯
߲ ݂ሺݔԦሻ
ݔ߲ ی

ۋۋ
ۊ
 

 

вычисляется  вдоль  рассматриваемого  решения  Ԧݔ ൌ ,ݐԦሺݔ αሻ  урав‐
нения ݔԦሶ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ. 

Для доказательства  соотношения  (4.4) достаточно подставить 
решение  Ԧݔ ൌ ,ݐԦሺݔ αሻ  в  уравнение  Ԧሶݔ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ  и  продифференциро‐
вать полученное тождество по параметру α: 

 
డ௫ሶ
డ

ൌ ∑ డሺ௫Ԧሻ
డ௫ೕ


ୀଵ

డ௫ೕ
డ
; 			݅ ൌ 1,… , ݊.   (4.6) 

 

Если учесть, что డ
మ௫

డడ௧
ൌ డమ௫

డ௧డ
, то (4.6) можно записать в виде 

 
ௗ
ௗ௧

డ௫
డ

ൌ ∑ డሺ௫Ԧሻ
డ௫ೕ


ୀଵ

డ௫ೕ
డ
; 			݅ ൌ 1,… , n, 

 

который в векторно‐матричной форме эквивалентен (4.4). Диффе‐
ренциальное уравнение (4.5) называют уравнением в вариациях. 

Рассмотрим  пример  уравнения  в  вариациях  при  ݊ ൌ 1.  Для 
этого найдем решение автономного уравнения 

 

ሶݔ ൌ   ,ଶݔ (4.7) 
 

удовлетворяющего начальному условию ݔሺെ1ሻ ൌ α.  Разделяя пе‐
ременные этого уравнения, найдем, что искомое решение удовле‐
творяет соотношению 

 ௗ௬
௬మ

௫
ఈ ൌ  ݀τ௧

ିଵ , 
 

которое после интегрирования принимает вид 
 

ଵ

െ ଵ

௫
ൌ ݐ  1.   (4.8) 

 
Из (4.8) находим однопараметрическое семейство решений: 
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,ݐሺݔ αሻ ൌ െ ଵ
௧ାଵିభಉ

,   (4.9) 

 
где  параметр  α  является  значением  решения  при  ݐ ൌ െ1.  Выде‐
лим из этого семейства одно решение, отвечающее α ൌ 1: 
 

,ݐሺݔ 1ሻ ൌ െ ଵ
௧
.   (4.10) 

 
Решение  (4.10)  определено на промежутке  ሺെ∞, 0ሻ,  и  в  каж‐

дой  точке  этого  промежутка  нас  интересует  скорость  изменения 
решения (4.10) при изменении его значения в момент ݐ ൌ െ1, т.е. 
значения частной производной డ௫ሺ௧,ሻ

డ
 при α ൌ 1. Очевидно, значе‐

ние  этой производной в момент  ݐ ൌ െ1  равно единице. Опреде‐
лим  డ௫ሺ௧,ଵሻ

డ
   из уравнения в вариациях (4.5), которое в нашем слу‐

чае принимает вид 
 

ௗ௬
ௗ௧
ൌ െ ଶ

௧
;ݕ ሺെ1ሻݕ		 ൌ 1.   (4.11) 

 
Решая начальную задачу (4.11), находим 
 

ሻݐሺݕ ൌ ݁ ିమഓௗఛ

షభ ൌ ݁௧షమ ൌ ଵ

௧మ
 . 

 

Таким образом, డ௫ሺ௧,ଵሻ
డ

ൌ ଵ
௧మ
. Этот же результат можно получить 

в  данном  примере,  непосредственно  дифференцируя  правую 
часть (4.9) по α и полагая α ൌ 1. 

Обозначим  через  ;ݐԦሺݔ  Ԧሻݖ решение  начальной  задачи  для  си‐
стемы  Ԧሶݔ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ,  принимающее  значение   Ԧݖ при  ݐ ൌ 0,  т.е. 
;Ԧሺ0ݔ Ԧሻݖ ൌ ,ଵݖ Ԧ. Это решение зависит от n параметровݖ … , ‐. Произݖ
водная  решения  по  каждому  из  этих  параметров  является  реше‐
нием уравнения в вариациях (4.4): 

 
ௗ
ௗ௧

డ௫Ԧ
డ௭

ൌ డԦሺ௫Ԧሻ
డ௫Ԧ

డ௫Ԧ
డ௭

; ݅ ൌ 1,… , ݊.   (4.12) 
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Поэтому  матрица  డ௫Ԧሺ௧;௭Ԧሻ
డ௭Ԧ

,  столбцы  которой  డ௫Ԧ
డ௭
	ሺ݅ ൌ 1,… , ݊ሻ  − 

решения  уравнения  (4.12),  является  решением  матричного  урав‐
нения 

ௗ
ௗ௧

డ௫Ԧ
డ௭Ԧ
ൌ డԦሺ௫Ԧሻ

డ௫Ԧ
డ௫Ԧ
డ௭Ԧ
.   (4.13) 

 
 

4.3. Формула и теорема Лиувилля 
 
Для определителя матрицы  
 

;ݐԦሺݔ߲ Ԧሻݖ
Ԧݖ߲

ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

ଵݔ߲
ଵݖ߲

⋯
ଵݔ߲
ݖ߲

⋮ ⋱ ⋮
ݔ߲
ଵݖ߲

⋯
ݔ߲
یݖ߲

ۋ
ۊ
 

 

введем обозначение 
 

,ݐሺܬ Ԧሻݖ ൌ det డ௫Ԧሺ௧;௭Ԧሻ
డ௭Ԧ

.   (4.14) 
 

Если  этот  определитель  не  равен  нулю,  то  его  логарифмиче‐
ская  производная  равна  дивергенции  векторного  поля  фазовых 
скоростей автономной системы ݔԦሶ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ: 

 
ௗ
ௗ௧
lnܬሺݐ, Ԧሻݖ ൌ div Ԧ݂൫ݔԦሺݐ; Ԧሻ൯ݖ ൌ ∑ డ

డ௫

ୀଵ .   (4.15) 

 

Формулу (4.15) называют формулой Лиувилля. Для ее доказа‐
тельства  воспользуемся  формулой  дифференцирования  опреде‐
лителя квадратной матрицы (4.3) и соотношением (4.13): 

 

݀
ݐ݀
lnܬሺݐ, Ԧሻݖ ൌ Sp൭

݀
ݐ݀
;ݐԦሺݔ߲ Ԧሻݖ
Ԧݖ߲

;ݐԦሺݔ߲ Ԧሻݖ
Ԧݖ߲

ିଵ

൱ ൌ 

 

ൌ Spሺడ
Ԧሺ௫Ԧሻ
డ௫Ԧ

డ௫Ԧሺ௧;௭Ԧሻ
డ௭Ԧ

డ௫Ԧሺ௧;௭Ԧሻ
డ௭Ԧ

ିଵ
ሻ ൌ Sp డ

Ԧሺ௫Ԧሻ
డ௫Ԧ

ൌ div Ԧ݂൫ݔԦሺݐ;  .Ԧሻ൯ݖ
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Запишем формулу Лиувилля в форме  
 

ௗ
ௗ௧
,ݐሺܬ Ԧሻݖ ൌ Sp డ

Ԧሺ௫Ԧሻ
డ௫Ԧ

,ݐሺܬ   ,Ԧሻݖ (4.16) 
 

из которой следует, что якобиан ܬሺݐ, ‐Ԧሻ является решением линейݖ
ного уравнения и, следовательно,  
 

,ݐሺܬ Ԧሻݖ ൌ ݁ ୗ୮ങ
ሬሬԦሺሬೣሬԦሺಜ,ሬԦሻሻ
ങሬೣሬԦ


బ ௗఛܬሺ0,   .Ԧሻݖ (4.17) 

 

Поскольку ݔԦሺ0, Ԧሻݖ ൌ Ԧ и డ௫Ԧሺ;௭Ԧሻݖ
డ௭Ԧ

 является единичной матрицей, 
то ܬሺ0, Ԧሻݖ ൌ 1. Отсюда следует положительность якобиана в любой 
момент времени: 

,ݐሺܬ Ԧሻݖ ൌ ݁ ୗ୮ങ
ሬሬԦሺሬೣሬԦሺಜ,ሬԦሻሻ
ങሬೣሬԦ


బ ௗத  0.  (4.18) 

 

Выделим в фазовом пространстве в момент ݐ ൌ 0 ограничен‐
ную область ܦ, имеющую объем  ܸ. Под действием фазового по‐
тока точки этой области будут двигаться по фазовым траекториям 
и за время ݐ область ܦ перейдет в область ܦ௧ с объемом  ௧ܸ.  

Теорема  Лиувилля.  Скорость  изменения  объема  ограничен‐
ной области фазового пространства под действием фазового пото‐
ка равна интегралу по этой области от дивергенции поля фазовых 
скоростей: 

ௗ
ௗ௧

ൌ div Ԧ݂ሺݔԦሻ݀ݔԦ,			ݔԦ ∈   .௧ܦ (4.19) 
 

Для доказательства  теоремы Лиувилля отметим,  что  элемент 
объема  Ԧݔ݀ ൌ ଶݔଵ݀ݔ݀  ݔ݀… в  окрестности  точки  Ԧݔ ൌ ,ݐԦሺݔ Ԧሻݖ ∈  ௧ܦ
связан с элементом объема ݀ݖԦ ൌ ଶݖଵ݀ݖ݀ ‐ в окрестности проݖ݀…
образа ݖԦ ∈  ܦ точки ݔԦ ൌ ,ݐԦሺݔ Ԧݔ݀ Ԧሻ соотношениемݖ ൌ ,ݐሺܬ ‐Ԧ. ПоݖԦሻ݀ݖ
этому объем области ܦ௧ можно вычислить интегрированием либо 
по области ܦ௧: 

௧ܸ ൌ  Ԧݔ݀ 	, ሺݔԦ ∈  ,	௧ሻܦ
 

либо по области D: 
 

௧ܸ ൌ  ,ݐሺܬ 	ԦݖԦሻ݀ݖ , ሺݖԦ ∈   .ሻܦ (4.20) 
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Остановимся на втором варианте и найдем скорость измене‐
ния  объема  области ܦ௧  дифференцированием  под  знаком  инте‐
грала (4.20): 

ௗ
ௗ௧

ൌ  ௗ
ௗ௧
,ݐሺܬ Ԧݖ			,ԦݖԦሻ݀ݖ ∈   .ܦ (4.21) 

 

Производную якобиана под знаком интеграла (4.21) преобра‐
зуем по формуле Лиувилля (4.16): 

 
ௗ
ௗ௧

ൌ  Sp డ
Ԧሺ௫Ԧሻ
డ௫Ԧ

,ݐሺܬ Ԧݖ			,ԦݖԦሻ݀ݖ ∈   .ܦ (4.22) 
 

Наконец  получим  формулу  (4.19),  переходя  в  правой  части 
(4.22) к интегрированию по области ܦ௧: 

 
ௗ
ௗ௧

ൌ  Sp డԦሺ௫Ԧሻ
డ௫Ԧ

Ԧݔ			,Ԧݔ݀ ∈   .௧ܦ (4.23) 
 

Теорема Лиувилля для линейной автономной системы ݔԦሶ ൌ  Ԧݔܣ
позволяет достаточно просто выразить объем  ௧ܸ через начальный 
объем  ܸ,  поскольку  в  этом  случае дивергенция векторного поля 
фазовых  скоростей одинакова для  всех  точек фазового простран‐
ства и равна следу матрицы ܣ: 

 

div Ԧ݂ሺݔԦሻ ൌ Sp డԦሺ௫Ԧሻ
డ௫Ԧ

ൌ Spܣ.   (4.24) 
 

В  этом  линейном  случае  соотношение  (4.23)  с  учетом  (4.24) 
принимает вид 

݀ ௧ܸ

ݐ݀
ൌ නSpݔ݀ܣԦ,			ݔԦ ∈  ௧ܦ

 

и постоянная Spܣ выносится за знак интеграла: 
 

ௗ
ௗ௧

ൌ Spܣ Ԧݔ			,Ԧݔ݀ ∈   .௧ܦ (4.25) 
 

Поскольку ݔ݀Ԧ  при  интегрировании  по  области ܦ௧  равен  ௧ܸ, 
соотношение (4.25) есть линейное дифференциальное уравнение 

 
ௗ
ௗ௧

ൌ Spܣ ௧ܸ, 
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которое имеет решение 
 

௧ܸ ൌ ݁௧ୗ୮ ܸ.   (4.26) 
 

Например, для линейной автономной системы 
 

Ԧሶݔ ൌ ቀ1 0
0 1ቁ  Ԧݔ

 
след матрицы системы равен двум 
 

Sp ቀ1 0
0 1ቁ ൌ 2, 

 
поэтому фазовый объем под действием фазового потока меняется 
по  закону  ௧ܸ ൌ ݁ଶ௧ ܸ.  Данная  линейная  система  распадается  на 
два  независимых  дифференциальных  уравнения,  которые  имеют 
решения: 

൜ݔଵ ൌ ݁௧ݔଵ,
ଶݔ ൌ ݁௧ݔଶ.

 

 
В  векторной  форме  это  решение  системы  можно  записать  в 

форме  Ԧݔ ൌ ݁௧ݔԦ,  из  которой  видно,  что  фазовые  траектории,  от‐
личные от точки покоя, суть лучи, исходящие из начала координат. 
Преобразование  области ܦ  фазовым  потоком  за  время   ݐ в  об‐
ласть ܦ௧  есть  гомотопия  (преобразование  подобия)  с  центром  в 
начале координат и коэффициентом подобия ݁௧.  Таким образом, 
линейные размеры «фазовой капли»  за время ݐ  увеличиваются в 
݁௧ раз, а площадь (фазовый объем) − в ݁ଶ௧ раз. 

Векторное поле,  у  которого дивергенция  (расходимость)  рав‐
на  нулю,  называется  векторным  полем  без  источников  и  стоков 
или  соленоидальным  (трубчатым).  Фазовый  поток  автономной 
системы,  у  которой  поле  фазовых  скоростей  соленоидально,  со‐
храняет фазовый объем. 

Например,  у  линейной  автономной  системы  Ԧሶݔ ൌ ቀ1 0
0 െ1ቁ  Ԧݔ

векторное  поле  фазовых  скоростей  соленоидально,  поскольку 
след матрицы системы равен нулю: 
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Sp ቀ1 0
0 െ1ቁ ൌ 0. 

 

Если в момент ݐ ൌ 0 на фазовой плоскости выделить квадрат с 
вершинами (0,0), (1,0), (1,1) и (0,1), то под действием фазового по‐
тока  этот  квадрат  превратится  в  прямоугольник,  высота  которого 
уменьшается, а длина растет, но площадь (фазовый объем) остает‐
ся равным единице. 

Важным примером автономной системы,  сохраняющей фазо‐
вый  объем,  является  гамильтонова  система.  Например,  для  га‐
мильтоновой системы второго порядка уравнения движения име‐
ют вид 

ቐ

ௗ
ௗ௧
ൌ డுሺ,ሻ

డ
,

ௗ
ௗ௧
ൌ െడுሺ,ሻ

డ
.
   (4.27) 

 

Если обозначить  
 

ቀ

ቁݍ ൌ Ԧ и ቌݔ

డுሺ,ሻ
డ

െ డுሺ,ሻ
డ

ቍ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ, 

 

то (4.27) принимает вид ݔԦሶ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ. Таким образом, 
 

Sp డ
Ԧሺ௫Ԧሻ
డ௫Ԧ

ൌ Spቌ
డమு
డడ

డమு
డమ

െ డమு
డమ

െ డమு
డడ

ቍ ൌ డమு
డడ

െ డమு
డడ

ൌ 0, 

 

а  равенство  нулю  дивергенции  векторного  поля  фазовых  скоро‐
стей говорит о сохранении фазового объема фазовым потоком. 
 
 

5. Линейные автономные системы 
 

Автономная  система  с  уравнением  движения  Ԧሶݔ ൌ  ,Ԧݔܣ где 
ܣ െ ݊ ൈ ݊  матрица  с  числовыми  элементами,  называется  линей‐
ной автономной системой или системой n линейных однородных 
уравнений. 



26 
 

Решение этой системы с начальным условием φሬሬԦሺ0ሻ ൌ ‐Ԧ даетݔ
ся в случае ݊ ൌ 1 экспонентой  

 

φሬሬԦሺݐሻ ൌ ݁௧ݔԦ. 
 

Оказывается,  и  в  общем  случае  решение  дается  той же фор‐
мулой:  нужно  только  уяснить,  что  называется  экспонентой  мат‐
рицы.  

 
5.1. Понятие предела в линейной алгебре 

 
Определим понятие предела для столбцов, которые мы отож‐

дествляем  с  векторами  арифметического  пространства  в  их  есте‐
ственном представлении, и для квадратных матриц.  

Пусть дана последовательность векторов  
 

,Ԧሺଵሻݔ ,Ԧሺଶሻݔ … , ,Ԧሺሻݔ … 
 

Компоненты k‐го вектора этой последовательности обозначим 
ଵݔ
ሺሻ, ଶݔ

ሺሻ, … , ݔ
ሺሻ.  Если  у  каждой  компоненты  существует  предел 

lim→∞ ݔ
ሺሻ ൌ  ,ݔ то вектор ݔԦ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ሻ்ݔ называется преде‐

лом  последовательности  ,Ԧሺଵሻݔ ,Ԧሺଶሻݔ … , ,Ԧሺሻݔ …,  а  сама  последова‐
тельность  называется  сходящейся  к  вектору  Ԧݔ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  .ሻ்ݔ
Это записывается в виде ݔԦሺሻ → ∞→Ԧ или limݔ Ԧሺሻݔ ൌ  .Ԧݔ

Таким  же  образом,  если  имеется  последовательность  квад‐
ратных матриц ܣሺଵሻ, ,ሺଶሻܣ … , ,ሺሻܣ …, то элементы k‐й матрицы этой 
последовательности  обозначим  ܽ,

ሺሻ  и  пределом  последователь‐

ности  матриц  назовем  матрицу  с  элементами  ܽ ൌ lim→∞ ܽ
ሺሻ, 

если все эти пределы существуют. 
В  соответствии  с  этим  определением  предела,  бесконечный 

ряд векторов  
Ԧሺଵሻݔ  Ԧሺଶሻݔ  ⋯ Ԧሺሻݔ  ⋯ 

 

называется сходящимся, если существует  
 

lim→∞ሺݔԦሺଵሻ  Ԧሺଶሻݔ  ⋯  ,Ԧሺሻሻݔ
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и этот предел называется суммой данного ряда. Очевидно, что для 
сходимости  ряда  векторов  необходимо  и  достаточно,  чтобы  схо‐
дились  все  ряды  из  одноименных  компонент;  суммы  этих  рядов 
являются компонентами суммы ряда векторов. 

Аналогичным образом определяется  понятие  сходимости ря‐
да  из  матриц.  Для  матриц,  элементы  которых  являются  диффе‐
ренцируемыми функциями от некоторого параметра ݐ, естествен‐
ным  образом  определяется  дифференцирование  по  этому  пара‐
метру. Именно, 

ௗ
ௗ௧
ሻݐሺܣ ൌ lim→

ଵ

ሺܣሺݐ  ݄ሻ െ  .ሻሻݐሺܣ

 

Если  

ሻݐሺܣ ൌ ൭
ܽଵଵሺݐሻ … ܽଵሺݐሻ
………………………
ܽଵሺݐሻ … ܽሺݐሻ

൱, 

 

то, очевидно, 
 

ሻݐሺ′ܣ ൌ ൭
ܽ′ଵଵሺݐሻ … ܽ′ଵሺݐሻ
………………………
ܽ′ଵሺݐሻ … ܽ′ሺݐሻ

൱. 

 

Легко установить следующие правила дифференцирования: 
 

ௗ
ௗ௧
ሺܣଵ  ଶሻܣ ൌ

ௗభ
ௗ௧

 ௗమ
ௗ௧

, 
ௗ
ௗ௧
ሺܿܣሻ ൌ ܿ ௗ

ௗ௧
, 

ௗ
ௗ௧
ሺܣଵܣଶሻ ൌ

ௗభ
ௗ௧
ଶܣ  ଵܣ

ௗమ
ௗ௧

. 
 

5.2. Норма матрицы 
 
Норму можно вводить различными способами, и в различных 

случаях та или другая норма оказывается более удобной. 
Под  нормой  матрицы   ܣ понимается  неотрицательное  число 

∥ ܣ ∥, удовлетворяющее следующим условиям (аксиомам): 
1) ∥ O ∥ൌ 0, и обратно, если ∥ ܣ ∥ൌ 0, матрица ܣ − нулевая; 
2) ∥ αܣ ∥ൌ |α| ∥ ܣ ∥, где α − любое комплексное число;  
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3) ∥ ܣ  ܤ ∥∥ ܣ ∥ ∥ ܤ ∥, где ܣ и ܤ − любые матрицы, допус‐
кающие сложение; 

4) ∥ ܤܣ ∥∥ ܣ ∥∗∥ ܤ ∥,  где ܣ  и ܤ  −  любые матрицы,  допуска‐
ющие умножение. В частности, для квадратной матрицы: 

 

∥ ܣ ∥∥ ܣ ∥, 
 

где  − натуральное число. 
Из 2) и 3) вытекает 
 

∥ ܣ െ ܤ ∥∥ ܣ ∥ ∥ ܤ ∥. 
 

Наиболее часто применяют следующие нормы: 
 

∥ ܣ ∥ூൌ max	ሺ݆ሻ ∑ |ܽ| ; 
∥ ܣ ∥ூூൌ max	ሺ݇ሻ∑ |ܽ| ; 

∥ ܣ ∥ூூூൌ ൛∑ | ܽ|ଶ, ൟଵ ଶ⁄ ≡ ሺSpܣ∗ܣሻଵ ଶ⁄ . 
 

Для вектора‐столбца  
 

ݔ ൌ 
ଵݔ
⋮
ݔ
൩ 

 

эти нормы имеют, соответственно, следующие значения: 
 

∥ ݔ ∥ூൌ maxሺ݆ሻ  ;|ݔ|
 

∥ ݔ ∥ூூൌ ∑ |ݔ| ; 
 

∥ ݔ ∥ூூூൌ ට∑ |ଶݔ| . 
 

В дальнейшем, если некоторое соотношение окажется выпол‐
ненным  для  любой  нормы  ܫ െ  ,ܫܫܫ то  значок  при  норме  будет 
опускаться. 

Нетрудно  проверить,  что  для  приведенных  норм  выполнены 
аксиомы 1) – 4). Кроме того, имеет место следующее свойство: 

5) ∀|ܽ | ∥ ܣ ∥. 
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Отметим еще одно полезное свойство нормы: 
 

| ∥ ܣ ∥ െ∥ ܤ ∥ | ∥ ܣ െ ∥. 
 

Для  сходимости  последовательности  матриц 
,ሺଵሻܣ ,ሺଶሻܣ … , ሺܣ ሻ, к матрице  необходимо и достаточно, чтобы 
∥ ܣ െ ሺ ሻ ∥→ 0 при  ݇ → ∞. При этом 

 

lim →∞ ∥ ሺܣ ሻ ∥ൌ∥ ܣ ∥. 
 

5.3. Матричные ряды. Экспоненциал матрицы 
 
Опираясь  на  понятие  предела матрицы,  вводят  понятие мат‐

ричного ряда: 
 

 ሺሻܣ ൌ lim→∞ ሺሻܣ


ୀଵ
,

∞

ୀଵ
 

 
где  ሺܣ ሻ − матрицы одного и того же типа. Если предел в правой 
части  этого  равенства  существует,  то  матричный  ряд  называется 
сходящимся и матрица, полученная в пределе, называется суммой 
этого ряда.  Если предела не существует,  то матричный ряд назы‐
вается расходящимся и ему не приписывают никакой суммы. 

Теорема  (необходимое  условие  сходимости  матричного 
ряда).  Если  матричный  ряд  ∑ ሺܣ ሻஶ

ୀଵ   сходится,  то 
lim →∞ ܣ ሺ ሻ ൌ 0. 

Матричный ряд  
 

ሺ1ሻܣ  ሺ2ሻܣ  ⋯ ሺܣ ሻ  ⋯ 
 
называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд норм 
 

∥ ሺ1ሻܣ ∥ ∥ ሺ2ሻܣ ∥ ⋯∥ ሺ୩ܣ ሻ ∥ ⋯ 
 
Теорема. Абсолютно сходящийся матричный ряд есть ряд 

сходящийся. 
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Доказательство. Из определения сходимости матричного ряда 
следует, что 

∑ ሺܣ ሻ ൌ ቄ∑ ܽ 
ሺ ሻ∞

ୀ1 ቅ∞
ୀ1 . 

 

Так как для всех  ݅ и  ݆ справедливы неравенства 
 

| ܽ 
ሺሻ| ∥ ሺሻܣ ∥, 

 

то  на  основании  признака  сравнения  скалярных  рядов  все  ряды 
∑ ܽ

ሺሻஶ
ୀଵ  абсолютно сходящиеся. Следовательно, матричный ряд 

 

ሺଵሻܣ  ሺଶሻܣ  ⋯ ሺሻܣ  ⋯ 
 

также сходится. 
Под экспоненциалом квадратной матрицы ܺ понимается мат‐

ричная функция  
 

exp		ܺ ≡ ݁ ൌ ∑ 

!
ஶ
ୀ . 

 

Матричный ряд ∑ 

!
ஶ
ୀ  сходится для любой квадратной мат‐

рицы ܺ  и  притом  абсолютно.  Действительно,  составляя  соответ‐
ствующий ряд норм, будем иметь 

 

∑ ∥∥

!
∥ ܧ ∥ ∑ ∥∥

!
ஶ
ୀଵ

ஶ
ୀ ൏ ∞, 

 

что и доказывает наше утверждение. 
В частности, применяя первую или вторую нормы,  где норма 

единичной матрицы ܧ равна единице, получаем  
 

∥ ݁ ∥ ∑ ∥∥

!
ൌ ݁∥∥ஶ

ୀ . 
 

Пусть матрицы ܺ и ܻ перестановочны, т.е. 
 

ܻܺ ൌ ܻܺ. 
 

Докажем основное свойство экспоненциала матрицы 
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݁݁ ൌ ݁ା. 

Действительно, в силу абсолютной сходимости рядов  
 

݁݁ ൌ ∑ 

!
∗ ∑ 

!
ൌ ∑ ∑ 

!!
ஶ
ୀ

ஶ
ୀ

ஶ
ୀ

ஶ
ୀ . 

 

Положим  
  ݍ ൌ ݏሺ								ݏ ൌ 0, 1, 2, … ሻ; 

тогда 
ݍ ൌ ݏ െ   0,					т. е.			   ,ݏ

 

и, следовательно, 
 

݁݁ ൌ ∑ ∑ ೞష

!ሺ௦ିሻ!
ൌ ∑ ଵ

௦!
∑ ௦!

!ሺ௦ିሻ!
ܻܺ௦ି௦

ୀ
ஶ
௦ୀ

௦
ୀ

ஶ
௦ୀ . 

 

Так как матрицы ܺ и ܻ перестановочны, то  
 

∑ ௦!
!ሺ௦ିሻ!

ܻܺ௦ି௦
ୀ ൌ ሺܺ  ܻሻ௦. 

 

Отсюда  
 

∑ ଵ
௦!
∑ ௦!

!ሺ௦ିሻ!
ܻܺ௦ି௦

ୀ
ஶ
௦ୀ ൌ ∑ ଵ

௦!
ஶ
௦ୀ ሺܺ  ܻሻ௦ ൌ ݁ା, 

 

что и требовалось доказать. 
Из  основного  свойства  экспоненциала  матрицы,  в  частности, 

следует, что ݁݁ି ൌ ݁ି ൌ   .т.е ,ܧ
 

ሺ݁ሻିଵ ൌ ݁ି. 
 

Отметим еще одно свойство экспоненциала матрицы. Если ܻ − 
квадратная матрица, подобная матрице ܺ, т.е.  

 

ܻ ൌ ܵܺܵିଵ										ሺdet ܵ ് 0ሻ, 
то  
 

݁ ൌ ∑ ଵ
!
ሺܵܺܵିଵሻ ൌ ܵሺ∑ ଵ

!
ܺሻܵିଵ ൌ ܵ݁ܵିଵஶ

ୀ
ஶ
ୀ , 

т.е. 
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expሺܵܺܵିଵሻ ൌ ܵሺexpܺሻܵିଵ. 
Найдем производную матричной функции ݁௧ по параметру ݐ. 

Так как элементы матрицы  

݁௧ ൌ 
ܣ

!
ݐ

ஶ

ୀ

 

 

представляют  собой  целые  функции  от   ,ݐ то  законно  почленное 
дифференцирование ряда по ݐ и, следовательно,  
 

ௗ
ௗ௧
݁௧ ൌ ∑ 

ሺିଵሻ!
ିଵݐ ൌ ௧݁ܣ ൌ ݁௧ܣஶ

ୀଵ . 
 

Из полученной формулы вытекает, что матрица 
 

ܺሺݐሻ ൌ ݁௧  
 

удовлетворяет матричному дифференциальному уравнению 
 

ௗ
ௗ௧
ൌ  ,ܺܣ

 
причем ܺሺ0ሻ ൌ  .ܧ Таким  образом,  каждый  столбец матрицы  ݁௧ 
является  решением  системы  Ԧሶݔ ൌ  ,Ԧݔܣ равным  соответствующему 
столбцу единичной матрицы ܧ при ݐ ൌ 0. Любое решение системы 
дифференциальных  уравнений ݔԦሶ ൌ  Ԧݔܣ может  быть  получено  как 
линейная комбинация столбцов матрицы ݁௧, т.е. общее решение 
этой системы можно записать в виде 
 

φ൫ݐ, Ԧ൯ܥ ൌ ݁௧ܥԦ, 
 
где ܥԦ ൌ ሺܥଵ, ,ଶܥ … ,  ሻ்ܥ −  столбец,  составленный из ݊  произволь‐
ных постоянных. 

Решение системы  
Ԧሶݔ ൌ  ,Ԧݔܣ

 
удовлетворяющее начальному условию φሬሬԦሺ0ሻ ൌ  Ԧ, имеет видݔ
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φሬሬԦሺݐሻ ൌ ݁௧ݔԦ. 

Непосредственно  проверяется,  что  решением,  удовлетворя‐
ющим начальному условию φሬሬԦሺݐሻ ൌ  Ԧ, будет вектор‐функцияݔ

 

φሬሬԦሺݐሻ ൌ ݁ሺ௧ି௧బሻݔԦ. 
 
 
5.4. Собственные значения и собственные векторы  

линейной автономной системы 
 
Собственными  значениями  и  собственными  векторами  ли‐

нейной  автономной  системы  называют  собственные  значения  и 
собственные векторы квадратной матрицы ܣ. В качестве примера 
рассмотрим систему двух уравнений: 

 
ଵݔ݀
ݐ݀

ൌ ଵݔ4 െ ,ଶݔ5 ଵݔ ൌ 8 при	ݐ ൌ 0,

ଶݔ݀
ݐ݀

ൌ ଵݔ2 െ ,ଶݔ3 ଶݔ ൌ 5 при	ݐ ൌ 0.
 

 

Запишем ее в матричной форме. Обозначим вектор неизвест‐
ных через ݔԦ, его начальное значение через ݔԦ и матрицу коэффи‐
циентов через ܣ: 

ሻݐԦሺݔ ൌ ൬ݔଵሺݐሻݔଶሺݐሻ
൰,			ݔԦ ൌ ቀ85ቁ ܣ			, ൌ ቀ4 െ5

2 െ3ቁ 
 

В этих обозначениях система примет вид 
 

ௗ௫Ԧ
ௗ௧
ൌ ,Ԧݔܣ Ԧݔ ൌ ݐ		при		Ԧݔ ൌ 0. 

 

Будем искать решение в виде  
 

ሻݐଵሺݔ ൌ ݁௧݄ଵ,
ሻݐଶሺݔ ൌ ݁௧݄ଶ,

 

 

или в векторной записи 
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ሻݐԦሺݔ ൌ ݁௧ ሬ݄Ԧ. 
Подстановка ݔԦሺݐሻ ൌ ݁௧ ሬ݄Ԧ  в ௗ௫Ԧ

ௗ௧
ൌ  Ԧݔܣ дает λ݁௧ ሬ݄Ԧ ൌ ௧݁ܣ ሬ݄Ԧ  и  по‐

сле сокращения  
ሬ݄Ԧܣ ൌ λሬ݄Ԧ. 

 

Это основное уравнение относительно собственного значения 
λ и собственного вектора  ሬ݄Ԧ. Отметим, что это уравнение является 
нелинейным, поскольку оно содержит произведение обеих неиз‐
вестных: λ и  ሬ݄Ԧ. Если мы знаем число λ, то уравнение относительно 
вектора  ሬ݄Ԧ становится линейным. Мы можем записать λܧሬ݄Ԧ вместо 
λሬ݄Ԧ и перенести этот член в левую часть: 

 

ሺܣ െ λܧሻሬ݄Ԧ ൌ 0. 
 

Очевидно,  что  собственный  вектор  ሬ݄Ԧ  лежит  в  нуль‐
пространстве матрицы 

 

ܣ െ λܧ ൌ ቀ4 െ λ െ5
2 െ3 െ λቁ. 

 

Здесь имеется одно  существенное обстоятельство,  а  именно: 
для каждого значения λ вектор  ሬ݄Ԧ ൌ 0 всегда удовлетворяет урав‐
нению ܣሬ݄Ԧ ൌ  ,ሬ݄Ԧߣ т.е. нуль‐пространство любой матрицы содержит 
элемент  ሬ݄Ԧ ൌ 0.  Но  нулевой  вектор  бесполезен  при  построении 
решения ݔԦሺݐሻ  из  экспонент ݁௧ ሬ݄Ԧ.  Поэтому нас интересуют  только 
те  значения λ,  для  которых имеется  ненулевой  собственный  век‐
тор  ሬ݄Ԧ.  Нуль‐пространство  матрицы ܣ െ λܧ  имеет  смысл  рассмат‐
ривать  только  тогда,  когда  оно  содержит  некоторый  ненулевой 
вектор, и поэтому ранг этой матрицы должен быть меньше, чем ее 
порядок. Другими словами, матрица ܣ െ λܧ должна быть вырож‐
денной.  Критерий  вырожденности  дается  определителем  мат‐
рицы. 

Число ߣ будет собственным значением матрицы ܣ с соответ‐
ствующим  ненулевым  собственным  вектором  тогда  и  только  то‐
гда, когда 
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detሺܣ െ λܧሻ ൌ 0. 
Это характеристическое уравнение для матрицы ܣ. 

В нашем примере 
 

det ቀ4 െ λ െ5
2 െ3 െ λቁ ൌ

ሺ4 െ λሻሺെ3 െ λሻ  10 ൌ λଶ െ λ െ 2. 
 

Характеристический  многочлен  λଶ െ λ െ 2  разлагается  в 
произведение  ሺλ  1ሻሺλ െ 2ሻ,  и матрица   ܣ  имеет два различных 
собственных значения: λଵ ൌ െ1 и λଶ ൌ 2. Каждому из этих значе‐
ний  соответствует  пространство  собственных  векторов,  удовле‐
творяющих  уравнению  ሬ݄Ԧܣ ൌ λሬ݄Ԧ  или  ሺܣ െ λܧሻሬ݄Ԧ ൌ 0.  Вычисления 
проводятся отдельно для λଵ и λଶ: 

 

λଵ ൌ െ1:					ሺܣ െ λଵܧሻሬ݄Ԧ ൌ ቀ5 െ5
2 െ2ቁ ൬

݄ଵ
݄ଶ
൰ ൌ ቀ00ቁ 

 

и решением является любой вектор, кратный вектору  ሬ݄Ԧሺଵሻ ൌ ቀ11ቁ; 
 

λଶ ൌ 2:					ሺܣ െ λଶܧሻሬ݄Ԧ ൌ ቀ2 െ5
2 െ5ቁ ൬

݄ଵ
݄ଶ
൰ ൌ ቀ00ቁ 

 

и решением является любой вектор, кратный вектору  ሬ݄Ԧሺଶሻ ൌ ቀ52ቁ. 
Собственные  векторы  определены  неоднозначно,  поскольку 

любой вектор из нуль‐пространства матрицы ܣ െ λܧ  (которое мы 
называем собственным пространством, соответствующим λ) явля‐
ется  собственным вектором,  и  поэтому нам нужно  ввести  в  этом 
пространстве  базис.  В  нашем  случае  оба  собственных  простран‐
ства  являются  одномерными,  и  они  порождены  соответственно 
векторами  ሬ݄Ԧሺଵሻ и  ሬ݄Ԧሺଶሻ. 

Отсюда,  возвращаясь  к  дифференциальному  уравнению,  по‐
лучаем два чисто экспоненциальных решения: 

 

Ԧݔ ൌ ݁భ௧ ሬ݄Ԧሺଵሻ ൌ ݁ି௧ ቀ11ቁ 				и					ݔԦ ൌ ݁మ௧ ሬ݄Ԧሺଶሻ ൌ ݁ଶ௧ ቀ52ቁ. 
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Поскольку  исходное  уравнение  является  линейным  и  одно‐
родным,  оно  допускает  суперпозицию  решений,  т.е.  любая  ком‐
бинация двух его частных решений  

Ԧݔ ൌ ܿଵ݁భ௧ ሬ݄Ԧሺଵሻ  ܿଶ݁మ௧ ሬ݄Ԧሺଶሻ, 
 

вновь будет его решением. Сюда входят два произвольных пара‐
метра, ܿଵ и ܿଶ, и естественно предполагать,  что при надлежащем 
их  выборе  будет  удовлетворяться  начальное  условие ݔԦ ൌ  Ԧݔ при 
ݐ ൌ 0: 

ܿଵ ሬ݄Ԧሺଵሻ  ܿଶ ሬ݄Ԧሺଶሻ ൌ  Ԧݔ
или 

ቀ1 5
1 2ቁ ቀ

ܿଵ
ܿଶቁ ൌ ቀ85ቁ. 

 
Отсюда  ܿଵ ൌ 3  и  ܿଶ ൌ 1,  и  требуемое  решение  исходного 

уравнения есть 

ሻݐԦሺݔ ൌ 3݁ି௧ ቀ11ቁ  ݁ଶ௧ ቀ52ቁ. 
 
Записывая отдельно каждую из двух компонент, получаем 
 

ሻݐଵሺݔ ൌ 3݁ି௧  5݁ଶ௧,			ݔଶሺݐሻ ൌ 3݁ି௧  2݁ଶ௧. 
 

Основным здесь было уравнение ܣሬ݄Ԧ ൌ λሬ݄Ԧ. Большая часть век‐
торов  ሬ݄Ԧ не будет удовлетворять такому уравнению независимо от 
того, является ли λ собственным значением или нет. Обычно  ሬ݄Ԧ ме‐
няет направление после умножения на ܣ, так как вектор ܣሬ݄Ԧ не бу‐
дет кратным  ሬ݄Ԧ. Это означает, что только специальные числа явля‐
ются  собственными  значениями  и  только  специальные  векторы 
являются  собственными  векторами.  Разумеется,  если   ܣ кратна 
единичной  матрице,  то  ни  один  из  векторов  не  будет  изменять 
своего направления и все они будут собственными. Но в обычном 
случае собственных векторов мало.  

Дадим  обзор  некоторых  основных  фактов,  касающихся  соб‐
ственных значений и собственных векторов. Если задана квадрат‐
ная матрица ܣ порядка ݊ и задача состоит в отыскании тех особых 
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векторов  ሬ݄Ԧ,  на  которых   ܣ действует  как  простое  умножение  – 
направления векторов ܣሬ݄Ԧ и   ሬ݄Ԧ совпадают, то сначала находим соб‐
ственные  значения,  переписывая  λሬ݄Ԧ  в  виде  λܧሬ݄Ԧ  и  перенося  этот 
член  в  левую  часть  уравнения  ሬ݄Ԧܣ ൌ λሬ݄Ԧ,  которое  принимает  вид 
ሺܣ െ λܧሻሬ݄Ԧ ൌ 0. 

Собственный  вектор  матрицы   ܣ есть  вектор  из  нуль‐про‐
странства  матрицы  ܣ െ λܧ.  Другими  словами,  основной  вопрос 
состоит  в  следующем:  если  матрица ܣ  сдвигается  на  различные 
кратные единичной матрицы, то какой сдвиг делает ее вырожден‐
ной? Эти сдвиги дадут собственные значения, и мы можем затем 
вычислить собственные векторы.  

Чтобы  определить,  когда ܣ െ λܧ  вырождена,  мы  вычисляем 
ее определитель. Этот определитель есть многочлен от λ степени 
݊,  называемый  характеристическим  многочленом  матрицы   .ܣ
Уравнение detሺܣ െ λܧሻ ൌ 0 есть характеристическое уравнение, и 
его корни λଵ, λଶ, … , λ  (которые могут быть, а могут и не быть ве‐
щественными  числами  и  среди  которых  могут  оказаться  или  не 
оказаться повторяющиеся) суть собственные значения матрицы ܣ.  

Суммируя, получаем, что каждое из следующих условий явля‐
ется  необходимым  и  достаточным  для  того,  чтобы  λ  было  соб‐
ственным значением для ܣ: 

1) существует ненулевой вектор  ሬ݄Ԧ такой, что ܣሬ݄Ԧ ൌ  ;ሬ݄Ԧߣ
2) матрица ܣ െ λܧ вырождена; 

								3ሻ	detሺܣ െ λܧሻ ൌ 0. 
Рассмотрим для примера матрицу  
 

ܣ ൌ ൭
1 െ1 0
െ1 2 െ1
0 െ1 1

൱. 

 
Ее характеристический многочлен  
 

detሺܣ െ λܧሻ ൌ อ
1 െ λ െ1 0
െ1 2 െ λ െ1
0 െ1 1 െ λ

อ ൌ െλଷ  4λଶ െ 3λ. 
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Следовательно, характеристическое уравнение имеет вид  
 

െλଷ  4λଶ െ 3λ ൌ െλሺλ െ 1ሻሺλ െ 3ሻ ൌ 0 
и  все  собственные  значения  вещественны  и  различны:  λଵ ൌ 0,
λଶ ൌ 1, λଷ ൌ 3.  Отдельно  для  каждого  собственного  значения  λ 
ищем соответствующий собственный вектор  ሬ݄Ԧሺሻ: 
 

λଵ ൌ 0:		ሺܣ െ ሻሬ݄Ԧሺଵሻܧ0 ൌ ൭
1 െ1 0
െ1 2 െ1
0 െ1 1

൱ ሬ݄Ԧሺଵሻ ൌ 0	и	ሬ݄Ԧሺଵሻ ൌ ൭
1
1
1
൱. 

 

λଶ ൌ 1:		ሺܣ െ ሻሬ݄Ԧሺଶሻܧ ൌ ൭
0 െ1 0
െ1 1 െ1
0 െ1 0

൱ ሬ݄Ԧሺଶሻ ൌ 0	и	ሬ݄Ԧሺଶሻ ൌ ൭
1
0
െ1

൱. 

 

λଷ ൌ 3:		ሺܣ െ ሻሬ݄Ԧሺଷሻܧ3 ൌ ൭
െ2 െ1 0
െ1 െ1 െ1
0 െ1 െ2

൱ ሬ݄Ԧሺଷሻ ൌ 0	и	ሬ݄Ԧሺଷሻ ൌ ൭
1
െ2
1
൱. 

 

При  той  же  матрице   ܣ общее  решение  дифференциального 

уравнения ௗ௫Ԧ
ௗ௧
ൌ  Ԧ будет иметь видݔܣ

 

ሻݐԦሺݔ ൌ ܿଵ݁ఒభ௧ ሬ݄Ԧሺଵሻ  ܿଶ݁ఒమ௧ ሬ݄Ԧሺଶሻ  ܿଷ݁ఒయ௧ ሬ݄Ԧሺଷሻ ൌ 

ൌ ܿଵ ൭
1
1
1
൱  ܿଶ݁௧ ൭

1
0
െ1

൱  ܿଷ݁ଷ௧ ൭
1
െ2
1
൱. 

 

Сумма ݊ собственных значений равняется сумме ݊ диагональ‐
ных элементов матрицы ܣ: 

 

λଵ  λଶ  ⋯ λ ൌ ܽଵଵ  ܽଶଶ  ⋯ ܽ. 
 

Эта сумма является следом матрицы ܣ. Кроме того, произве‐
дение  ݊  собственных  значений  равняется  определителю  мат‐ 
рицы ܣ. 

Не следует путать собственные значения матрицы и ее диаго‐
нальные элементы. Обычно они различны, но есть одна ситуация, 
в которой они совпадают. 
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Если  матрица ܣ  треугольная  –  она  может  быть  верхней  тре‐
угольной,  нижней  треугольной  или  диагональной,  −  то  собствен‐
ные значения λଵ, λଶ, … , λ в точности совпадают с диагональными 
элементами ܽଵଵ, ܽଶଶ, … , ܽ. 

Причина этого явления станет ясна из примера. Если  
 

ܣ ൌ ൭
1 2 0
0 3 5
0 0 4

൱, 

 

то ее характеристический многочлен  
 

det ൭
1 െ λ 2 0
0 3 െ λ 5
0 0 4 െ λ

൱ ൌ ሺ1 െ λሻሺ3 െ λሻሺ4 െ λሻ. 

 
Определитель в точности равен произведению диагональных 

элементов. Очевидно, что корни равны 1, 3, 4; собственные значе‐
ния сразу находились на главной диагонали.  

Есть еще одна ситуация, в которой легко проводить вычисле‐
ния.  Предположим,  что  мы  уже  нашли  собственные  значения  и 
собственные  векторы  матрицы   .ܣ Тогда  собственные  значения 
матрицы ܣଶ в точности равны λଵଶ, … , λଶଶ и каждый собственный век‐
тор матрицы ܣ  является  также и собственным вектором для мат‐
рицы ܣଶ. Если мы попытаемся исследовать det	ሺܣଶ െ λܧሻ, то мы в 
нем погрязнем, но если начать с ܣሬ݄Ԧ ൌ λሬ݄Ԧ, то все становится ясным. 
Вновь умножая на ܣ, получаем 

 

ଶሬ݄Ԧܣ ൌ λሬ݄Ԧܣ ൌ λܣሬ݄Ԧ ൌ λଶ ሬ݄Ԧ. 
 
Отсюда следует, что λଶ является собственным значением для 

 ଶ с тем же собственным векторомܣ ሬ݄Ԧ. Если первое умножение на 
 ܣ не изменило направление вектора  ሬ݄Ԧ,  то же  самое будет и при 
втором, третьем и т.д. Поэтому собственные значения матрицы ܣ 
в точности равны λଵ, … , λଶ  и каждый собственный вектор матрицы 
  .ܣ является также и собственным вектором для матрицы ܣ
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Опираясь  на  полученный  результат,  легко  установить,  что  соб‐
ственные  значения  матрицы  ݁௧  в  точности  равны  ݁భ௧, … , ݁మ௧   и 
каждый собственный вектор матрицы ܣ  является также и собствен‐
ным  вектором  для  матрицы  ݁௧.  Действительно,  если  ሬ݄Ԧ  есть  соб‐
ственный вектор матрицы ܣ, отвечающий собственному значению λ, 
то 

݁௧ ሬ݄Ԧ ൌ ቀ∑ 

!
ஶݐ

ୀ ቁ ሬ݄Ԧ ൌ

∑ ሬሬԦ

!
ݐ ൌ ∑ ఒሬሬԦ

!
ݐ ൌ ሺ∑ ఒ

!
ሻሬ݄Ԧݐ ൌ ݁ఒ௧ ሬ݄Ԧஶ

ୀ
ஶ
ୀ

ஶ
ୀ . 

 
 

5.5. Диагональная форма матрицы 
 
Предположим, что матрица ܣ размера ݊ ൈ ݊ имеет ݊ линейно 

независимых собственных векторов. Тогда если взять эти векторы 
в  качестве  столбцов  матрицы  ܵ,  то  ܵିଵܵܣ  будет  диагональной 
матрицей ߉, у которой на диагонали стоят собственные значения 
матрицы ܣ: 

ܵିଵܵܣ ൌ Λ ൌ ൭
λଵ 0 0
. . . . . .
0 0 λ

൱. 

 
Матрица ܵିଵ݁௧ܵ будет  также диагональной матрицей ݁ஃ௧,  у 

которой на диагонали стоят собственные значения матрицы ݁௧: 
 

ܵିଵ݁௧ܵ ൌ eஃ୲ ൌ ൭
݁భ௧ 0 0
. . . . . .
0 0 ݁௧

൱. 

 
Доказательство.  Расположим  собственные  векторы  ሬ݄Ԧሺሻ  в 

столбцах матрицы ܵ и вычислим произведение ܵܣ: 
 

ܵܣ ൌ ,൛ሬ݄Ԧሺଵሻܣ ሬ݄Ԧሺଶሻ, … ሬ݄Ԧሺଷሻൟ ൌ ሼλଵ ሬ݄Ԧሺଵሻ, λଶ ሬ݄Ԧሺଶሻ, … , λ ሬ݄Ԧሺሻሽ. 
 
Прием  состоит  в  разложении  последней  матрицы  в  совер‐

шенно другое произведение: 
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ሼλଵ ሬ݄Ԧሺଵሻ, λଶ ሬ݄Ԧሺଶሻ, … , λ ሬ݄Ԧሺሻሽ ൌ ൛ሬ݄Ԧሺଵሻ, ሬ݄Ԧሺଶሻ, … ሬ݄Ԧሺଷሻൟ ൭
λଵ 0 0
. . . . . .
0 0 λ

൱. 

Таким образом,  
 

ܵܣ ൌ ܵΛ,			или		ܵିଵܵܣ ൌ Λ, или		ܣ ൌ ܵΛܵିଵ. 
Матрица ܵ обратима, поскольку ее столбцы (собственные век‐

торы) предполагались линейно независимыми.  
З  а м  е  ч  а  н  и  е   1.    Если матрица ܣ  не  имеет  кратных  соб‐

ственных  значений –  числа  λଵ, … , λ  различны,  то ݊  собственных 
векторов  автоматически  являются  линейно  независимыми.  По‐
этому любая матрица  с  различными  собственными  значениями 
может быть приведена к диагональному виду. 

З а м е ч а н и е  2.  Диагонализующая матрица ܵ неединствен‐
на.  Во‐первых,  собственный  вектор   ݔ может  умножаться  на  кон‐
станту  и  останется  при  этом  собственным  вектором.  Поэтому мы 
можем  умножать  столбцы  матрицы  ܵ  на  любые  ненулевые  кон‐
станты,  что  дает  новую  диагонализующую  матрицу  ܵ.  Кратные 
собственные значения дают даже большую свободу, и для триви‐
ального  примера  ܣ ൌ  ܧ подойдет  любая  обратимая  матрица  ܵ: 
ܵିଵܵܧ всегда диагональна (и диагональная матрица Λ есть просто 
 Это отражает тот факт, что для единичной матрицы все векторы .(ܧ
являются собственными. 

З а м е ч а н и е  3.   Равенство ܵܣ ൌ ܵΛ выполняется только в 
том случае, когда столбцы матрицы ܵ являются собственными век‐
торами матрицы ܣ. Другие матрицы ܵ не дадут диагональной мат‐
рицы Λ.  Причина  этого  заложена  в  правилах  умножения матриц. 
Предположим,  что  первый  столбец  матрицы  ܵ  есть  некоторый 
вектор   .Ԧݕ Тогда  первый  столбец  матрицы  ܵΛ  есть  λଵݕԦ.  Если  это 
совпадает с первым столбцом матрицы ܵܣ, который по правилам 
умножения матриц равен ݕܣԦ, то ݕԦ должен быть собственным век‐
тором: ݕܣԦ ൌ λଵݕԦ. Фактически порядок расположения собственных 
векторов  в  ܵ  и  собственных  значений  в  Λ  автоматически  сов‐
падает. 
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З а м е ч а н и е  4.  Не все матрицы имеют ݊ линейно незави‐
симых  векторов,  и  поэтому  не  все  матрицы  диагонализуются. 
Стандартный пример подобной матрицы:  

 

ܣ ൌ ቀ0 1
0 0ቁ. 

 
Ее  собственные  значения  равны  λଵ ൌ λଶ ൌ 0,  поскольку  она 

треугольная: 

detሺܣ െ λܧሻ ൌ det ቀെλ 1
0 െλቁ ൌ λଶ. 

 

Если  ሬ݄Ԧ есть собственный вектор, то  
 

ቀ0 1
0 0ቁ

ሬ݄Ԧ ൌ ቀ00ቁ  или  
ሬ݄Ԧ ൌ ቀ݄ଵ0 ቁ. 

 
Хотя  ߣ ൌ 0  есть  собственное  значение,  алгебраическая  крат‐

ность которого равна 2, оно имеет  только одномерное простран‐
ство  собственных  векторов.  Геометрическая  кратность  этого  соб‐
ственного значения равна 1, и мы не можем построить ܵ. 

Приведем более простое доказательство того, что ܣ недиаго‐
нализуема.  Поскольку  λଵ ൌ λଶ ൌ 0,			Λ  должна  быть  нулевой мат‐
рицей. Но если ܵିଵܵܣ ൌ 0, то, умножая слева на ܵ и справа на ܵିଵ, 
получаем, что ܣ ൌ 0. Поскольку ܣ не является нулевой матрицей, 
это  противоречие  доказывает,  что  никакая  матрица  ܵ  не  дает 
ܵିଵܵܣ ൌ Λ.  

Некоторые  матрицы  с  кратными  собственными  значениями 
могут быть приведены к диагональному виду  (например, ܣ ൌ  ,(ܧ
другие  –  нет.  Единственный  тест  состоит  в  вычислении  всех  соб‐
ственных  векторов  и  определении,  достаточно  ли  их.  Когда  все 
собственные  значения различны,  все просто:  каждая алгебраиче‐
ская или  геометрическая кратность равна 1. Но если собственное 
значение  λ  повторяется  ݉  раз,  то  все  определяется  нуль‐
пространством матрицы ܣ െ ‐λ проходит тест только в том слу ;ܧߣ
чае,  когда  есть ݉  соответствующих  собственных  векторов.  Когда 
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все собственные значения пройдут тест, мы будем иметь полный 
набор собственных векторов и ܣ может быть диагонализована. 

Для  завершения  докажем  теорему,  на  которую  опирались 
выше. 

Если ненулевые собственные векторы  ሬ݄Ԧሺଵሻ, … , ሬ݄Ԧሺሻ соответ‐
ствуют  различным  собственным  значениям  λଵ, … , λ,  то  эти 
собственные векторы линейно независимы. 

Предположим  сначала,  что  некоторая  линейная  комбинация 
ሬ݄Ԧሺଵሻ и  ሬ݄Ԧሺଶሻ дает нулевой вектор: ܿଵ ሬ݄Ԧሺଵሻ  ܿଶ ሬ݄Ԧሺଶሻ ൌ 0. Умножая на ܣ, 
получаем  ܿଵλଵ ሬ݄Ԧሺଵሻ  ܿଶλଶ ሬ݄Ԧሺଶሻ ൌ 0.  При  вычитании  произведения 
 ଶ на предыдущее уравнение векторߣ ሬ݄Ԧሺଶሻ исчезает: 

 

ܿଵሺλଵ െ λଶሻሬ݄Ԧሺଵሻ ൌ 0. 
 

Поскольку λଵ ് λଶ и  ሬ݄Ԧሺଵሻ ് 0, обязательно ܿଵ ൌ 0. Аналогично 
ܿଶ ൌ 0  и  эти  два  вектора  независимы,  т.е.  только  тривиальная 
комбинация дает нуль. 

Это  рассуждение  может  быть  распространено  на  произволь‐
ное число собственных векторов: мы предполагаем, что некоторая 
линейная комбинация дает нуль,  умножаем на ܣ,  вычитаем про‐
изведение  λ   на  исходную  комбинацию,  и  вектор  ሬ݄Ԧሺሻ  исчезает, 
оставляя комбинацию  ሬ݄Ԧሺଵሻ, … , ሬ݄Ԧሺିଵሻ, которая дает нуль. Повторяя 
эти шаги, мы приходим к кратному ݔሺଵሻ, которое равно нулю. Это 
непременно дает ܿଵ ൌ 0, и окончательно каждый ܿ ൌ 0. Следова‐
тельно,  собственные  векторы,  отвечающие  различным  собствен‐
ным значениям, автоматически линейно независимы.  

Полученные  результаты  можно  сформулировать  следующим 
образом. 

Если  матрица   ܣ приводится  к  диагональному  виду, 
ܣ ൌ Ԧݔ݀ ଵ, то дифференциальное уравнениеିܵ߉ܵ ൗݐ݀ ൌ  Ԧ имеетݔܣ
решение 

ሻݐԦሺݔ ൌ ݁௧ݔԦ ൌ ܵ݁௸௧ܵିଵݔԦ. 
 
Столбцы  матрицы  ܵ  являются  собственными  векторами  мат‐

рицы ܣ, так что 
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ሻݐԦሺݔ ൌ ൛ሬ݄Ԧሺଵሻ, … , ሬ݄Ԧሺሻൟ ൭
݁ఒభ௧

…
݁ఒ௧

൱ ܵିଵݔԦ ൌ 

 
ൌ ܿଵ݁ఒభ௧ ሬ݄Ԧሺଵሻ  ⋯ ܿ݁ఒ௧ ሬ݄Ԧሺሻ. 

 
Общее  решение  является  линейной  комбинацией  частных 

решений ݁௧ ሬ݄Ԧሺሻ, и коэффициенты ܿ, удовлетворяющие началь‐
ному значению ݔԦ, равны ܿ ൌ ܵିଵݔԦ.  

Здесь  мы  предполагали,  что  матрица   ܣ диагонализуема.  
В противном случае она имела бы меньше чем ݊ собственных век‐
торов  и  мы  не  нашли  бы  достаточного  числа  частных  решений. 
Недостающие решения существуют, но они имеют более сложный 
вид.  Тем не менее формула ݔԦሺݐሻ ൌ ݁௧ݔԦ остается справедливой. 
Например, пусть  

ܣ ൌ ቀ0 1
0 0ቁ. 

 

Поскольку ܣଶ ൌ 0, то ряд, определяющий экспоненту матрицы 
  обрывается и ,ܣ

݁௧ ൌ ܧ  ݐܣ ൌ ቀ1 ݐ
0 1ቁ. 

 

Рассмотрим пример решения системы, у которой собственные 
значения не являются вещественными: 

 
ௗ௫Ԧ
ௗ௧
ൌ Ԧݔܣ ൌ ቀ0 െ1

1 0 ቁ Ԧݔ			,Ԧݔ ൌ ቀ10ቁ. 
 

Собственные значения удовлетворяют уравнению  
 

detሺܣ െ λܧሻ ൌ det ቀെλ െ1
1 െλቁ ൌ λଶ  1 ൌ 0. 

 

Они являются чисто мнимыми λଵ ൌ ݅, ଶߣ ൌ െ݅. Поскольку они 
различны, матрица диагонализуется. Набор собственных векторов 
вычисляется обычным способом: 
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λଵ ൌ ݅, ሺܣ െ ሻሬ݄Ԧሺଵሻܧ݅ ൌ ቀെ݅ െ1
1 െ݅ቁ

ሬ݄Ԧሺଵሻ ൌ 0, ሬ݄Ԧሺଵሻ ൌ ቀ 1െ݅ቁ,	 
 

λଶ ൌ െ݅, ሺܣ  ሻሬ݄Ԧሺଶሻܧ݅ ൌ ቀ݅ െ1
1 ݅ ቁ

ሬ݄Ԧሺଶሻ ൌ 0, ሬ݄Ԧሺଶሻ ൌ ቀ1݅ቁ. 
 

Диагонализующая матрица и ее обратная имеют вид 
 

ܵ ൌ ቀ 1 1
െ݅ ݅ ቁ,												ܵ

ିଵ ൌ
1
2
ቀ1 ݅
1 െ݅ቁ. 

 

Решение поставленной выше задачи Коши находится по фор‐
муле 

ሻݐԦሺݔ ൌ ݁௧ݔԦ ൌ ܵ ൬݁
௧ 0
0 ݁ି௧

൰ ܵିଵݔԦ. 
 

Таким образом, 
 

ሻݐԦሺݔ ൌ ቀ 1 1
െ݅ ݅ ቁ ൬

݁௧ 0
0 ݁ି௧

൰
1
2
ቀ1 ݅
1 െ݅ቁ ቀ

1
0ቁ ൌ 

 

ൌ
1
2
൬ ݁௧  ݁ି௧
െ݅ሺ݁௧ െ ݁ି௧ሻ൰ ൌ ቀcosݐsinݐቁ. 

 
 
5.6. Фазовая плоскость линейной автономной системы  

второго порядка 
 
Построим фазовые траектории на фазовой плоскости системы  
 

ሶଵݔ ൌ ܽଵଵݔଵ  ܽଵଶݔଶ,
ሶଶݔ ൌ ܽଶଵݔଵ  ܽଶଶݔଶ,

ൠ   (5.1) 

 
с  постоянными  действительными  коэффициентами  ܽ.  Систему 
(5.1) можно представить в векторной форме:  
 

Ԧሶݔ ൌ  . Ԧݔܣ (5.2) 
 
Фазовая картина траекторий (5.2) существенно зависит от зна‐

чений коэффициентов. 
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Начало  координат  (точка  (0,0))  всегда  является  положением 
равновесия  системы  (5.1).  Это  положение  равновесия  является 
единственным,  когда  детерминант  матрицы   ܣ отличен  от  нуля 
или,  что то же, оба собственных значения этой матрицы отличны 
от нуля. 

Пусть  собственные  значения  матрицы ܣ  действительны,  раз‐
личны  и  отличны  от  нуля.  Тогда  произвольное  действительное 
решение (5.2) можно записать в виде 

 
Ԧݔ ൌ ܿଵ ሬ݄Ԧଵ݁ఒభ௧  ܿଶ ሬ݄Ԧଶ݁ఒమ௧.   (5.3) 

Здесь  ሬ݄Ԧଵ  и  ሬ݄Ԧଶ  −  действительные  линейно  независимые  соб‐
ственные  векторы  матрицы ܣ  системы  дифференциальных  урав‐
нений, λଵ и λଶ − ее собственные значения, а ܿଵ и ܿଶ – действитель‐
ные константы. Решение  (5.3) разложим по базису ሺሬ݄Ԧଵ, ሬ݄Ԧଶሻ, поло‐
жив  

 

Ԧݔ ൌ ξଵ ሬ݄Ԧଵ  ξଶ ሬ݄Ԧଶ;   (5.4) 
 

тогда  
ξଵ ൌ ܿଵ݁భ௧,   ξଶ ൌ ܿଶ݁మ௧.   (5.5) 

 

Координаты  ξଵ,  ξଶ  на фазовой плоскости ܲ  системы  (5.1),  во‐
обще  говоря,  не  являются  прямоугольными,  поэтому  аффинно 
отобразим фазовую плоскость ܲ на вспомогательную плоскость ܲ∗ 
таким образом, чтобы при этом векторы  ሬ݄Ԧଵ, ሬ݄Ԧଶ перешли во взаим‐
но ортогональные единичные векторы плоскости   ܲ∗, направлен‐
ные соответственно по осям абсцисс и ординат. Точка ݔԦ ൌ ξଵ ሬ݄Ԧଵ 
ξଶ ሬ݄Ԧଶ плоскости ܲ перейдет при этом отображении в точку с де‐
картовыми  прямоугольными  координатами  ξଵ, ξଶ  в  плоскости ܲ∗. 
Таким образом,  траектория,  заданная параметрическими уравне‐
ниями  (5.5)  в  плоскости  ܲ,  перейдет  в  траекторию  (которую  мы 
также  назовем  фазовой),  заданную  теми же  уравнениями  в  пря‐
моугольных координатах плоскости ܲ∗. Начертим сперва траекто‐
рии, заданные уравнениями (5.5), в плоскости ܲ∗ и затем отобра‐
зим их обратно в плоскость ܲ. 
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Наряду  с  фазовой  траекторией  (5.5)  в  плоскости  ܲ∗  имеется 
траектория, задаваемая уравнениями  

 

ξଵ ൌ ܿଵ݁భ௧,   ξଶ ൌ െܿଶ݁మ௧,   (5.6) 
 

а также траектория, задаваемая уравнениями  
 

ξଵ ൌ െܿଵ݁భ௧,   ξଶ ൌ ܿଶ݁మ௧.   (5.7) 
 

Траектория  (5.6)  получается  из  траектории  (5.5)  зеркальным 
отражением относительно оси абсцисс, а траектория  (5.7) – отно‐
сительно оси ординат. Таким образом, два зеркальных отображе‐
ния оставляют картину траекторий на плоскости ܲ∗ инвариантной. 
Из этого видно, что если вычертить траектории в первом квадран‐
те, то легко представить себе всю фазовую картину в плоскости ܲ∗. 

Заметим,  что  при  ܿଵ ൌ ܿଶ ൌ 0  мы  получаем  движение  точки, 
описывающее  положение  равновесия  (0,0),  при  ܿଶ ൌ 0, ܿଵ  0  − 
движение,  описывающее  полуось  абсцисс,  при  ܿଵ ൌ 0, ܿଶ  0  − 
движение,  описывающее  положительную  полуось  ординат.  Если 
λଵ ൏ 0,  то  движение,  описывающее положительную полуось  абс‐
цисс,  протекает  в  направлении  к  началу  координат,  если  же 
λଵ  0,  то  движение  это  имеет  противоположное  направление  – 
от начала  координат.  В  первом  случае  точка  движется,  неогра‐
ниченно приближаясь к началу координат, во втором – неограни‐
ченно удаляясь в бесконечность. То же справедливо и относитель‐
но  движения,  описывающего  положительную  полуось  ординат. 
Если ܿଵ и ܿଶ положительны, то движение точки протекает в первой 
четверти, не выходя на ее границу.  

Дальнейшее,  более  детальное  описание  фазовой  плоскости 
проведем отдельно для нескольких случаев, в зависимости от зна‐
ков чисел λଵ, λଶ.  

Допустим, что оба числа λଵ и λଶ отличны от нуля и имеют один 
знак, причем  

|λଵ| ൏ |λଶ|.   (5.8) 
 

Разберем случай, когда  λଵ ൏ 0,  λଶ ൏ 0.  
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При этих предположениях движение по положительной полу‐
оси  абсцисс  направлено  к  началу  координат,  точно  так  же,  как 
движение  по  положительной полуоси  ординат.  Далее,  движение 
по произвольной траектории внутри первого квадранта состоит в 
асимптотическом  приближении  точки  к  началу  координат,  при‐
чем  траектория  при  этом  касается  оси  абсцисс  в  начале  коор‐
динат.  При   ,ݐ стремящемся  к  െ∞,  точка  движется  так,  что  ее  
абсцисса  и  ордината  бесконечно  возрастают,  но  возрастание  
ординаты сильнее, чем абсциссы, т.е. движение идет в направле‐
нии  оси  ординат.  Эта  фазовая  картина  называется  устойчивым 
узлом.  

Если  наряду  с  неравенством  (5.8)  выполнены  неравенства 
λଵ  0,   λଶ  0,  то  траектории  остаются  прежними,  но  движение 
по ним происходит в противоположном направлении. Мы имеем 
неустойчивый узел.  

Допустим,  что  числа λଵ  и λଶ  имеют  противоположные  знаки. 
Для определенности предположим, что λଵ ൏ 0 ൏ λଶ. В этом случае 
движение по положительной полуоси абсцисс идет к началу коор‐
динат, а движение по положительной полуоси ординат – от начала 
координат.  Траектории,  лежащие  внутри  первого  квадранта, 
напоминают по своему виду гиперболы, а движения по ним про‐
исходят в направлении к началу вдоль оси абсцисс и в направле‐
нии от начала вдоль оси ординат. Эта фазовая картина называется 
седлом.  

Рассмотрим  теперь  случай,  когда  собственные  значения мат‐
рицы ܣ комплексны. В этом случае они комплексно‐сопряжены и 
могут  быть  обозначены  через  λ ൌ μ   ߥ݅ и  ߣ̅ ൌ ߤ െ  ,ߥ݅ причем 
ߥ ് 0. Собственные векторы матрицы  ‐могут быть выбраны со ܣ 
пряженными, так что их можно обозначить через  ሬ݄Ԧ и  ሬ݄Ԧ∗. Положим 
ሬ݄Ԧ ൌ ଵ

ଶ
ሺሬ݄Ԧଵ െ ݅ሬ݄Ԧଶሻ,  где  ሬ݄Ԧଵ  и  ሬ݄Ԧଶ  −  действительные  векторы.  Векторы 

ሬ݄Ԧଵ и  ሬ݄Ԧଶ линейно независимы, так как в случае линейной зависимо‐
сти между ними мы имели бы линейную зависимость между  ሬ݄Ԧ и 
ሬ݄Ԧ∗. Итак, векторы  ሬ݄Ԧଵ и  ሬ݄Ԧଶ можно принять за базис фазовой плоско‐
сти ܲ уравнения (5.2). 
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Произвольное действительное решение уравнения  (5.2) мож‐
но записать в виде 

Ԧݔ ൌ ܿሬ݄Ԧ݁௧  ܿ∗ ሬ݄Ԧ∗݁∗௧,   (5.9) 
 

где  ܿ  −  комплексная  константа.  Пусть  ζ ൌ ξଵ  ݅ξଶ ൌ ܿ݁௧;  тогда 
Ԧݔ ൌ ξଵ ሬ݄Ԧଵ  ξଶ ሬ݄Ԧଶ.  Отобразим  аффинно  фазовую  плоскость  ܲ  на 
вспомогательную  плоскость ܲ∗  комплексного  переменного  ζ  так, 
чтобы  вектор  ሬ݄Ԧଵ  перешел  в  единицу,  а  вектор  ሬ݄Ԧଶ  −  в  ݅;  тогда  
вектору  ξଵ ሬ݄Ԧଵ  ξଶ ሬ݄Ԧଶ  будет  соответствовать  комплексное  число 
ߞ ൌ ଵߦ  ݅ξଶ. В силу этого фазовая траектория (5.9) перейдет в фа‐
зовую траекторию на плоскости ܲ∗, описываемую уравнением  
 

ζ ൌ ܿ݁௧.   (5.10) 
Перепишем (5.10) в полярных координатах, положив  
 

ζ ൌ ρ݁,					ܿ ൌ ܴ݁. 
 

Таким образом получаем  
 

ρ ൌ ܴ݁ஜ௧,						φ ൌ ݐߥ  α. 
 

Это есть уравнение движения точки в плоскости ܲ∗. При μ ് 0 
каждая  траектория  оказывается  логарифмической  спиралью.  Со‐
ответствующая картина на плоскости ܲ называется фокусом. Если 
μ ൏ 0, то точка при возрастании ݐ асимптотически приближается к 
началу  координат,  описывая  логарифмическую  спираль.  Это 
устойчивый фокус. Если μ  0, то точка уходит от начала коорди‐
нат в бесконечность и мы имеем неустойчивый фокус. Если число 
μ  равно нулю,  то  каждая  траектория,  кроме положения равнове‐
сия (0,0), − замкнутая кривая и мы имеем так называемый центр.  

Выше  мы  рассматривали  так  называемые  невырожденные 
случаи: корни λଵ и λଶ различны и отличны от нуля. Малое измене‐
ние  элементов матрицы ܣ  не меняет  в  этих  предположениях об‐
щий  характер  поведения  фазовых  траекторий.  Исключение  со‐
ставляет  случай центра:  при малом изменении элементов матри‐
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цы   ܣ равенство  μ ൌ 0  может  нарушиться  и  центр  перейдет  в 
устойчивый или неустойчивый фокус.  

 
 

6. Устойчивость по Ляпунову  
положения равновесия автономной системы 

 
Стенные  часы  идут  с  совершенно  определенным  размахом 

маятника, хотя при их запуске маятник можно отклонить от верти‐
кального  положения  более  или  менее  сильно.  Если  при  запуске 
часов  маятник  отклонить  недостаточно  сильно,  то  после  неболь‐
шого числа колебаний он остановится. Если же отклонение доста‐
точно велико, то через короткое время амплитуда колебаний ма‐
ятника станет вполне определенной и часы будут идти с этой ам‐
плитудой  неопределенно,  практически  бесконечно  долго.  Таким 
образом,  у  системы  уравнений,  описывающей  работу  часов,  есть 
два  стационарных  решения:  положение  равновесия,  соответству‐
ющее  отсутствию  хода,  и  периодическое  решение,  соответствую‐
щее нормальному ходу часов. Всякое другое решение очень быст‐
ро приближается к одному из  этих двух  стационарных и по исте‐
чении некоторого времени становится практически неотличимым 
от него.  Каждое из двух  стационарных решений является  в неко‐
тором смысле устойчивым. Это значит, что если мы берем не ста‐
ционарное решение, а решение, отклоняющееся от стационарного 
в начальный момент и притом не  слишком сильно,  то взятое не‐
стационарное решение приближается к стационарному. Таково не 
вполне  точно  сформулированное  определение  устойчивости  ре‐
шения. На этом же примере видно, что фазовое пространство си‐
стемы уравнений, описывающей работу часов, распадается на две 
области притяжения. Если взять начальное значение в одной из 
областей, то решение будет стремиться к положению равновесия; 
если взять начальные значения в другой области,  то решение бу‐
дет стремиться к периодическому решению. 

Из  теоремы о непрерывной  зависимости решения от началь‐
ных  значений  известно,  что  если  задаться  определенным  конеч‐
ным промежутком времени, то при достаточно малом отклонении 
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начальных значений решение отклонится мало на всем заданном 
промежутке времени, но это свойство решения вовсе не означает 
устойчивости. Когда речь идет об устойчивости, отклонение на не‐
определенно большом отрезке времени должно быть малым, ес‐
ли только отклонение начальных значений мало. 

Рассмотрим понятие устойчивости по Ляпунову применитель‐
но  к  положению  равновесия  автономной  системы  дифференци‐
альных уравнений 

Ԧሶݔ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ .   (6.1) 
Не давая формального определения устойчивости по Ляпуно‐

ву, выразим прежде всего идею устойчивости. Положение равно‐
весия  Ԧܽ уравнения (6.1) следует считать устойчивым, если всякое 
решение (6.1), исходящее при ݐ ൌ 0 из точки, достаточно близкой 
к  Ԧܽ, остается в течение всего дальнейшего своего изменения (т.е. 
при ݐ  0)  вблизи точки  Ԧܽ. Физический смысл устойчивости ясен. 
Физический  объект  (например,  какая‐либо  машина),  движения 
которого подчиняются уравнению (6.1), может находиться в поло‐
жении равновесия  Ԧܽ лишь тогда, когда это положение устойчиво, 
так как в противном случае ничтожное отклонение от положения 
равновесия,  вызванное  случайным  толчком,  может  повлечь  уход 
объекта далеко от положения равновесия. 

Ниже  через  φሬሬԦሺݐ, ξԦሻ  будет  обозначаться  решение  (6.1)  с 
начальными значениями ݐ ൌ 0, Ԧݔ ൌ ξԦ,  так что φሬሬԦሺݐ, ξԦሻ  есть вектор‐
ная функция скалярного переменного ݐ и векторного переменного 
ξԦ, удовлетворяющая условию 

 

φሬሬԦ൫0, ξԦ൯ ൌ ξԦ.   (6.4) 
 

Положение  равновесия  Ԧܽ  уравнения  (6.1)  называется  устой‐
чивым по Ляпунову, если: 1) существует настолько малое положи‐
тельное  число  ρ,  что  при  หξԦ െ Ԧܽห ൏  ߩ решение φሬሬԦሺݐ, ξԦሻ  уравнения 
(6.1) определено для всех положительных 2 ;ݐ) для всякого поло‐
жительного  числа  ε  найдется  такое  положительное  число  δ ൏  ,ߩ
что при  หξԦ െ Ԧܽห ൏ δ имеем  หφሬሬԦ൫ݐ, ξԦ൯ െ Ԧܽห ൏ ε  при всех ݐ  0. Устой‐
чивое по Ляпунову положение равновесия  Ԧܽ называется асимпто‐
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тически устойчивым, 3)  существует настолько малое положитель‐
ное число σ ൏ ρ, что при หξԦ െ Ԧܽห ൏ σ  

 

lim௧→ାஶ |φሬሬԦ൫ݐ, ξԦ൯ െ Ԧܽ|=0. 
 
 

7. Прямой метод Ляпунова для автономных систем 
 

7.1. Функция Ляпунова. Критерий Сильвестра.  
Производная функции Ляпунова в силу системы  

дифференциальных уравнений 
 
В  фазовом  пространстве  ܴ  автономной  дифференциальной 

системы 
Ԧሶݔ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ, Ԧ݂ሺ0ሻ ൌ 0   (7.1) 

рассмотрим  функции  ܸሺݔԦሻ,  определенные  в  малой  окрестности 
начала  координат  и  обладающие  в  этой  окрестности  рядом  спе‐
цифических свойств.  

1. Функция ܸሺݔԦሻ равна нулю в начале координат, т.е. ܸሺ0ሻ ൌ 0, 
и является достаточно гладкой (как минимум, непрерывно диффе‐
ренцируема). 

2.  Если  для  некоторого  μ  0  функция  ܸሺݔԦሻ  0  при  
Ԧݔ ∈ ሼݔԦ: ∥ Ԧݔ ∥൏ μሽ,  то  она  называется  знакопостоянной  положи‐
тельной. 

3.  Если  для  некоторого  μ  0  функция  ܸሺݔԦሻ  0  при  
Ԧݔ ∈ ሼݔԦ: ∥ Ԧݔ ∥൏ μሽ,  то  она  называется  знакопостоянной  отрица‐
тельной. 

4. Если знакопостоянная положительная функция обращается 
в нуль только в начале координат, т.е. из ܸሺݔԦሻ ൌ 0 следует ݔԦ ൌ 0, 
то функция ܸ называется определенно положительной. 

5. Если знакопостоянная отрицательная функция обращается в 
нуль только в начале координат, т.е. из ܸሺݔԦሻ ൌ 0 следует ݔԦ ൌ 0, то 
функция ܸ называется определенно отрицательной. 

6.  Определенно  положительные  и  определенно  отрицатель‐
ные функции называются знакоопределенными. 
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7. Функции, принимающие как положительные,  так и отрица‐
тельные значения, называются знакопеременными. 

Введенные  нами  в  рассмотрение  функции ܸ  применяют  для 
исследования  устойчивости  положения  равновесия  дифференци‐
альной системы (1) и называют функциями Ляпунова. 

Пусть  Ԧݔ ∈ ܴଶ,  тогда  ܸሺݔԦሻ ൌ ଵଶݔ  ଶݔଵݔ2  ଶଶݔ2 ൌ ሺݔଵ  ଶሻଶݔ 
ݔଶଶ  является  определенно  положительной  функцией,  имеющей 
минимум в начале координат. Функция ܸሺݔԦሻ ൌ ଵଶݔ െ ଶݔଵݔ2  ଶଶݔ ൌ
ሺݔଵ െ  ଶሻଶݔ определенно  положительной  не  является.  Она  знако‐
постоянная  положительная.  В  начале  координат  она  не  имеет 
строгого локального экстремума. 

Рассмотрим  некоторые  необходимые  признаки,  которые 
определяют  характер  функции  ܸ.  Знакоопределенная  функция 
должна зависеть от всех компонент вектора ݔԦ. Например, функция 
ܸሺݔԦሻ ൌ ଵଶݔ  ଶݔଵݔ2  Ԧݔ ଶଶ приݔ2 ∈ ܴଷ не зависит от ݔଷ и обращает‐
ся в нуль не только в начале координат. 

Знакоопределенная  функция  ܸ  имеет  в  начале  координат 
строгий  локальный  экстремум.  Определенно  положительная 
функция  имеет  строгий  локальный  минимум,  а  определенно  от‐
рицательная – максимум. Наличие строгого локального экстрему‐
ма является не только необходимым, но и достаточным условием 
знакоопределенности. 

Тейлоровское разложение дважды непрерывно дифференци‐
руемой в некоторой окрестности начала координат функции:  

 

ܸሺݔሻ ൌ ܸሺ0ሻ 
߲ܸ
ݔ߲

ሺ0ሻݔ



ୀଵ

 
 

 ଵ
ଶ!
∑ డమ

డ௫ ப௫ೕ

,ୀଵ ሺ0ሻݔݔ    .Ԧ‖ଶሻݔ‖ሺ (7.2) 

 
Требование ܸሺ0ሻ ൌ 0 включено в определение функции Ляпу‐

нова. Равенство нулю всех первых производных в нуле необходи‐
мо для  экстремума в начале  координат.  Поэтому для  знакоопре‐
деленной функции Ляпунова тейлоровское разложение принима‐
ет форму  
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ܸሺݔሻ ൌ ଵ
ଶ!
∑ డమ

డ௫డ௫ೕ

,ୀଵ ሺ0ሻݔݔ   .Ԧ‖ଶሻݔ‖ሺ

 

Однородный  многочлен  второго  порядка ∑ డమ
డ௫ ப௫ೕ


,ୀଵ ሺ0ሻݔݔ  

называют квадратичной формой. Обозначим коэффициенты этого 

многочлена  ܿ ൌ
డమ

డ௫డ௫ೕ
ሺ0ሻ.  Из  непрерывности  вторых  производ‐

ных функции ܸ  следует равенство ܿ ൌ ܿ,  поэтому матрица,  об‐
разованная  коэффициентами  рассматриваемой  квадратичной 
формы  

ܥ ൌ ቌ
ܿଵଵ ܿଵଶ
ܿଶଵ ܿଶଶ

… ܿଵ
… ܿଶ… …

ܿଵ ܿଶ
… …
… ܿ

ቍ, 

 
является  симметричной,  т.е.  совпадает  со  своей  транспонирован‐
ной: Cൌ  .்ܥ Эта  симметричная матрица  носит  название матрицы 
квадратичной формы, и с ее помощью квадратичная форма может 
быть записана как 

∑ డమ
డ௫డ௫ೕ


,ୀଵ ሺ0ሻ ൌ ሺݔଵ, … , ܥሻݔ ൭

ଵݔ
…
ݔ
൱ ൌ   .ԦݔܥԦ்ݔ (7.3) 

 

Например, матрица ܥ квадратичной формы 
 

ܳሺݔԦሻ ൌ ଵଶݔ7  ଶଶݔ6  ଷଶݔ5 െ ଶݔଵݔ4 െ   ,ଷݔଶݔ4 (7.4) 
 

где ݔԦ ∈ ܴଷ, позволяет представить эту форму в виде 
 

ܳሺݔԦሻ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ ൭
7 െ2 0
െ2 6 െ2
0 െ2 5

൱൭
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱. 

 

Из (7.2) следует, что для знакоопределенности функции Ляпу‐
нова ܸሺݔԦሻ достаточно равенства нулю всех первых производных и 
знакоопределенности  квадратичной формы  (7.3).  Для  того  чтобы 
квадратичная форма  
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ሺݔଵ, … , ሻቌݔ
ܿଵଵ ܿଵଶ
ܿଶଵ ܿଶଶ

… ܿଵ
… ܿଶ… …

ܿଵ ܿଶ
… …
… ܿ

ቍ൭
ଵݔ
…
ݔ
൱ 

 

была определенно положительна, необходимо и достаточно, что‐
бы  все  ведущие  главные  диагональные  миноры  матрицы  этой 
формы были положительны: 

∆ଵൌ ܿଵଵ  0, ∆ଶൌ ቚ
ܿଵଵ ܿଵଶ
ܿଶଵ ܿଶଶቚ  0, ∆ଷൌ อ

ܿଵଵ ܿଵଶ ܿଵଷ
ܿଶଵ ܿଶଶ ܿଶଷ
ܿଷଵ ܿଷଶ ܿଷଷ

อ  0,…,	 

 

∆ൌ |ܥ|  0. 
 

Этот критерий положительной определенности называют кри‐
терием Сильвестра. Применим критерий Сильвестра к форме (7.4). 

Так  как  ∆ଵൌ 7  0, ∆ଶൌ ቚ7 െ2
2 6 ቚ ൌ 38  0, ∆ଷൌ อെ

7 െ2 0
2 6 െ2
0 െ2 5

อ ൌ 

ൌ 162  0,  квадратичная  форма  (7.4)  является  положительно 
определенной.  

Если квадратичная форма ܳሺݔሻሬሬሬሬԦ определенно отрицательна, то 
форма െܳሺݔሻሬሬሬሬԦ будет определенно положительной. Отсюда следу‐
ет,  что  достаточным  условием  определенной  отрицательности 
квадратичной формы ݔԦ்ݔܥԦ будет выполнение критерия Сильвест‐
ра для матрицы  −С, т.е. выполнение неравенств ∆ଵ൏ 0, ∆ଶ 0, ∆ଷ൏ 
൏ 0,… , ሺെ1ሻ∆ 0. Например, для квадратичной формы 

 

ܳሺݔԦሻ ൌ െ5ݔଵଶ  ଶݔଵݔ8 െ ଶଶݔ5 ൌ ሺݔଵ ଶሻݔ ቀെ5 4
4 െ5ቁ ቀ

ଵݔ
 ଶቁݔ

 

из  неравенств ∆ଵൌ െ5 ൏ 0, ∆ଶൌ 25 െ 16 ൌ 9  0  следует  опреде‐
ленная отрицательность этой формы. 

Собственными  числами  квадратичной  формы  называют  соб‐
ственные числа ее матрицы. Поскольку все собственные числа ве‐
щественной  симметричной  матрицы  вещественны,  все  собствен‐
ные числа квадратичной формы вещественны. Для любой квадра‐
тичной формы справедливо двойное неравенство 
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μ୫୧୬‖ݔԦ‖ଶ  ԦݔܥԦ்ݔ  μ୫ୟ୶‖ݔԦ‖ଶ,   (7.5) 
 

где  μ୫୧୬  −  наименьшее  собственное  число  формы,  а  μ୫ୟ୶  – 
наибольшее.  Пусть  ሬ݄Ԧ  −  собственный  вектор,  отвечающий  соб‐
ственному числу μ୫୧୬, тогда квадратичная форма на этом векторе 
принимает  значение  ሬ݄Ԧ்ܥ ሬ݄Ԧ ൌ ሬ݄Ԧ்μ୫୧୬ ሬ݄Ԧ ൌ μ୫୧୬ฮሬ݄Ԧฮ

ଶ
.  На  собствен‐

ном векторе ݍԦ, отвечающем собственному числу μ୫ୟ୶, квадратич‐
ная  форма  принимает  значение  μ୫ୟ୶‖ݍԦ‖ଶ.  Таким  образом,  в 
двойном неравенстве (7.5) нижнее и верхнее значения достигают‐
ся. 

Необходимым  и  достаточным  условием  положительной 
определенности  квадратичной  формы  является  положительность 
всех ее собственных чисел. 

Найдем  собственные  числа формы  (7.4).  Находим  характери‐
стический полином: 

 

อ
μ െ 7 2 0
2 μ െ 6 2
0 2 μ െ 5

อ ൌ μଷ െ 18μଶ  99μ െ 162 ൌ 

ൌ ሺμ െ 3ሻሺμ െ 6ሻሺμ െ 9ሻ. 
Собственные числа квадратичной формы  (7.4) 3, 6 и 9,  таким 

образом μ୫୧୬ ൌ 3 и μ୫ୟ୶ ൌ 9. Поэтому 
 

3ሺݔଵଶ  ଶଶݔ  ଷଶሻݔ  ଵଶݔ7  ଶଶݔ6  ଷଶݔ5 െ ଶݔଵݔ4 െ ଷݔଶݔ4  
 9ሺݔଵଶ  ଶଶݔ   .ଷଶሻݔ

 

Выше мы  с  помощью  критерия  Сильвестра  установили  поло‐
жительную определенность  квадратичной формы  (7.4).  Зная  соб‐
ственные числа этой формы, еще раз можем убедиться в том, что 
она положительно определена.  

В качестве другого примера рассмотрим функцию, которая не 
является квадратичной формой: 

 

ܸሺݔԦሻ ൌ 1 െ cosሺݔଵ െ ଶሻݔ  sinଶݔଵ.   (7.6) 
 

В малой окрестности начала координат  
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cosሺݔଵ െ ଶሻݔ ൌ 1 െ ଵ
ଶ
ሺݔଵ െ ଶሻଶݔ    Ԧ‖ଶሻݔ‖ሺ

и sinଶݔଵ ൌ ଵଶݔ   ,Ԧ‖ଶሻݔ‖ሺ
поэтому  

ܸሺݔԦሻ ൌ 1 െ 1 
1
2
ሺݔଵ െ ଶሻଶݔ  Ԧ‖ଶሻݔ‖ሺ  ଵଶݔ  Ԧ‖ଶሻݔ‖ሺ ൌ 

ൌ ଵ
ଶ
ሺ3ݔଵଶ െ ଶݔଵݔ2  ଶଶሻݔ   .Ԧ‖ଶሻݔ‖ሺ

 

Вычислим  главные  диагональные  миноры  матрицы  квадра‐

тичной формы 3ݔଵଶ െ ଶݔଵݔ2  ଶଶݔ ൌ ሺݔଵ ଶሻݔ ቀ 3 െ1
െ1 1 ቁ ቀ

ଵݔ
 :ଶቁݔ

 

∆ଵൌ 3  0, ∆ଶൌ ቒ 3 െ1
െ1 1 ቓ ൌ 2  0. 

 

Таким  образом  установлена  положительная  определенность 
функции Ляпунова (7.6).  

Наиболее проста структура поверхностей уровня знакоопреде‐
ленной  квадратичной  формы.  Например,  поверхности  уровня  по‐
ложительно  определенной  квадратичной  формы  суть  вложенные 
друг в друга эллипсоиды с центром в точке ܱ. Если 0 ൏ ܿଵ ൏ ܿଶ, то 
поверхность  ܸሺݔԦሻ ൌ ܿଵ  лежит  внутри  эллипсоида  ܸሺݔԦሻ ൌ ܿଶ.  
В  общем  случае  структура  поверхности  уровня  ܸሺݔԦሻ ൌ ܿ  знако‐
определенной функции такова, что на любой непрерывной линии, 
соединяющей начало  координат  с  точкой  границы области  опре‐
деления,  имеется  по  крайней  мере  одна  точка   ,Ԧݔ в  которой 
ܸሺݔԦሻ ൌ ܿ,  если  модуль  ܿ  меньше  некоторого  положительного 
числа.  Свойство  замкнутости  поверхности  ܸሺݔԦሻ ൌ ܿ  при  малых  ܿ 
справедливо только для знакоопределенных функций. Для знако‐
постоянных  и  знакопеременных  функций  поверхности  уровня 
разомкнуты.  Например,  для  знакопеременной  функции  ܸሺݔԦሻ ൌ
ଵଶݔ െ െݔଶଶ поверхности уровня ݔଵଶ െ ଶଶݔ ൌ ܿ являются гиперболами. 

При  установлении  критерия  устойчивости  положения  равно‐
весия нелинейной системы (7.1) применяют так называемое диф‐
ференцирование в силу системы уравнений. 

Пусть  ܸሺݔଵ, … , ଶሻݔ ൌ ܸሺݔԦሻ  –  некоторая  дифференцируемая 
функция переменных ݔଵ, … , ‐в силу систе ݐ ଶ. Ее производная поݔ
мы  уравнений  (7.1)  в  точке ݔԦ ൌ ሺݔଵ, … ,  ଶሻݔ определяется  следую‐
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щим образом. Пусть φሬሬԦሺݐሻ – решение (7.1), удовлетворяющее усло‐
вию φሬሬԦሺݐሻ ൌ  ԦሻݔԦ. Производная ܸሺݔ в  силу  (7.1) определяется фор‐
мулой 

ሶܸሺଵሻ ൌ
ௗ
ௗ௧
ܸሺφሬሬԦሺݐሻሻ|௧ୀ௧బ, 

 

которая по формуле полной производной преобразуется к виду 
 

ሶܸሺଵሻሺݔԦሻ ൌ ∑ డሺ௫Ԧሻ
డ௫ ݂ሺݔԦሻ

ୀଵ .   (7.7) 
 

Из (7.7) видно, что  ሶܸሺଵሻሺݔԦሻне зависит от решения φሬሬԦሺݐሻ, а одно‐
значно определяется выбором точки ݔԦ. В правой части (7.7) стоит 
скалярное произведение градиента функции ܸሺݔԦሻ  в точке ݔԦ и век‐
тора фазовой скорости  Ԧ݂ሺݔԦሻ системы (7.1): 

 

ሶܸሺଵሻሺݔԦሻ ൌ ሺడሺ௫Ԧሻ
డ௫భ

, … , డሺ௫Ԧሻ
డ௫

ሻ Ԧ݂ሺݔԦሻ. 
 

Если это скалярное произведение в точке ݔԦ положительно, то 
вектор фазовой скорости  Ԧ݂ሺݔԦሻ образует острый угол с градиентом 
функции  ܸሺݔԦሻ  в  этой  точке.  Если  это  скалярное  произведение  в 
точке ݔԦ  отрицательно,  то вектор фазовой скорости  Ԧ݂ሺݔԦሻ  образует 
тупой угол с градиентом функции ܸሺݔԦሻ в этой точке. Если это ска‐
лярное  произведение  в  точке   Ԧݔ равно  нулю,  то  вектор  фазовой 
скорости  Ԧ݂ሺݔԦሻ образует прямой угол с градиентом функции ܸሺݔԦሻ в 
этой  точке.  Градиент  gradܸሺݔԦ)  ортогонален  поверхности  уровня, 
проходящей  через  точку   ,Ԧݔ и  для  положительно  определенной 
функции ܸሺݔԦሻ направлен наружу этой замкнутой поверхности. По‐
этому  при  ሶܸሺଵሻሺݔԦሻ  0  вектор  фазовой  скорости  Ԧ݂ሺݔԦሻ  также 
направлен  наружу  этой  поверхности,  а  при  ሶܸሺଵሻሺݔԦሻ ൏ 0  −  внутрь 
поверхности уровня функции ܸሺݔԦሻ. Наконец,  при  ሶܸሺଵሻሺݔԦሻ ൌ 0  век‐
тор фазовой скорости  Ԧ݂ሺݔԦሻ касается поверхности уровня. 

Рассмотрим автономную систему второго порядка: 
 

൜ݔሶଵ ൌ െݔଶ,
ሶଶݔ ൌ .ଵݔ

   (7.8) 
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Продифференцируем  положительно  определенную  функцию 
ܸሺݔԦሻ ൌ ଵଶݔ   ଶଶݔ в  силу  системы  (7.8):  ሶܸሺ଼ሻሺݔԦሻ ൌ ଶሻݔଵሺെݔ2 
2ݔଶݔଵ ≡ 0.  В  каждой  точке  фазовой  плоскости  вектор  фазовой 
скорости  направлен  по  касательной  к  окружности,  проходящей 
через эту точку. Поэтому фазовые траектории суть окружности. 

Рассмотрим другую автономную систему второго порядка: 
 

൜ݔሶଵ ൌ ,ଵݔ
ሶଶݔ ൌ .ଶݔ

   (7.9) 
 

Продифференцируем  положительно  определенную  функцию 
ܸሺݔԦሻ ൌ ଵଶݔ   ଶଶݔ в  силу  системы  (7.9):  ሶܸሺଽሻሺݔԦሻ ൌ ଵݔଵݔ2   .ଶݔଶݔ2
Производная  ሶܸሺଽሻሺݔԦሻ  положительно  определена.  Поэтому  вектор 
фазовой  скорости  в  любой  точке,  отличной от  начала  координат, 
направлен наружу окружности, проходящей через эту точку. Фазо‐
вая  точка,  двигаясь  по  траектории,  удаляется  от  точки  покоя  в 
начале координат. 

Рассмотрим еще одну автономную систему второго порядка: 
 

൜ݔሶଵ ൌ െݔଵ,
ሶଶݔ ൌ െݔଶ.

   (7.10) 

Продифференцируем  положительно  определенную  функцию 
ܸሺݔԦሻ ൌ ଵଶݔ   ଶଶݔ в  силу  системы  (7.10):  ሶܸሺଵሻሺݔԦሻ ൌ ଵሻݔଵሺെݔ2 
2ݔଶሺെݔଶሻ.  Производная  ሶܸሺଵሻሺݔԦሻ  отрицательно  определена.  По‐
этому вектор фазовой скорости в любой точке, отличной от начала 
координат,  направлен  внутрь  окружности,  проходящей  через  эту 
точку.  Фазовая  точка,  двигаясь  по  траектории,  приближается  к 
точке покоя в начале координат. 

 
7.2 Теоремы Ляпунова об устойчивости  

и асимптотической устойчивости 
 
Теорема Ляпунова об устойчивости  положения равновесия 

автономной системы дифференциальных уравнений 
 

Ԧሶݔ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ, Ԧ݂ሺ0ሻ ൌ 0.   (7.11) 
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Если  в  некоторой  окрестности  начала  координат  в  фазовом 
пространстве системы (7.11) существует знакоопределенная функ‐
ция ܸሺݔԦሻ, производная которой  ሶܸሺଵଵሻሺݔԦሻ в силу системы (7.11) яв‐
ляется знакопостоянной функцией,  знака, противоположного зна‐
ку  функции  ܸሺݔԦሻ,  или  тождественно  равна  нулю,  то  положение 
равновесия системы (7.11) устойчиво в смысле Ляпунова. 

Доказательство.  Для  произвольного  малого  ε  0  рассмот‐
рим  окрестность  கܩ ൌ ሼݔԦ:	‖ݔԦ‖ ൏  ሽߝ начала  координат  и  сферу 
ܵக ൌ ሼݔԦ:	‖ݔԦ‖ ൌ εሽ.  Эта  сфера  является  замкнутым  ограниченным 
множеством,  на  котором  непрерывная  функция  ܸሺݔԦሻ  достигает 
своего  наименьшего  значения   .୫୧୬ݒ Будем  для  определенности 
считать  функцию  ܸሺݔԦሻ  положительно  определенной,  тогда 
୫୧୬ݒ  0.  Найдется  такое  δ ൌ δሺεሻ  0,  что  в  окрестности  
ஔܩ ൌ ሼݔԦ:	‖ݔԦ‖ ൏  ሽߜ начала  координат  равная  нулю  в  этом  начале 
непрерывная  функция ܸሺݔԦሻ  принимает  значения,  меньшие   ,୫୧୬ݒ
т.е. ܸሺݔԦሻ ൏ Ԧݔ ୫୧୬ приݒ ∈ Ԧݔ ஔ. Из произвольной точкиܩ ∈ ఋܩ  выпу‐
стим в момент ݐ ൌ 0 фазовую траекторию ݔԦ ൌ φሬሬԦሺݐ, ‐Ԧሻ. Для докаݔ
зательства устойчивости точки покоя достаточно показать, что эта 
траектория  не  покинет  окрестности  கܩ ൌ ሼݔԦ:	‖ݔԦ‖ ൏  ሽߝ начала  ко‐
ординат. Покажем, что обратное предположение приводит к про‐
тиворечию.  Рассмотрим  функцию  времени  ܸሺφሬሬԦሺݐ,  ,Ԧሻሻݔ которая 
при  ݐ ൌ 0  принимает  значение, меньшее ݒ୫୧୬.  Если фазовая  тра‐
ектория ݔԦ ൌ φሬሬԦሺݐ, ‐க, то в некоторый моܩ Ԧሻ покидает окрестностьݔ
мент  ݐ  0  она  пересекает  границу   ,கܩ т.е.  φሬሬԦሺݐ, Ԧሻݔ ∈ ܵக ൌ 
ൌ ሼݔԦ:	‖ݔԦ‖ ൌ εሽ  и,  следовательно,  в  этот  момент  ܸሺ ሬ߮Ԧሺݐ, Ԧሻሻݔ 
 .୫୧୬ݒ	 Поскольку  ሶܸሺଵሻሺݔԦሻ  0,  функция ܸሺφሬሬԦሺݐ,  Ԧሻሻݔ не  возрастает. 
Поэтому  

୫୧୬ݒ  ܸሺφሬሬԦሺ0, Ԧሻሻݔ  ܸሺφሬሬԦሺݐ,  ,Ԧሻሻݔ
 

что противоречит следствию ܸሺφሬሬԦሺݐ, Ԧሻሻݔ   ୫୧୬ предположения оݒ	
выходе фазовой траектории из ܩக ൌ ሼݔԦ:	‖ݔԦ‖ ൏   .ሽߝ

Применим доказанную теорему к установлению устойчивости 
нижнего  положения  математического  маятника  длиной  ݈,  совер‐
шающего движения в поле  тяжести с ускорением свободного па‐
дения ݃. Уравнения движения маятника: 
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ሷݍ  

sinݍ ൌ 0, 

 
где   ݍ угол  отклонения  маятника  от  вертикали,  запишем  в  нор‐
мальной форме: 

ቊ
ሶݍ ൌ ω,

ωሶ ൌ െ 

sinݍ.   (7.12) 

 
Функцией Ляпунова нам послужит полная энергия маятника 
 

ܸሺݍ,ωሻ ൌ
ωଶ

2

݃
݈
ሺ1 െ cosݍሻ. 

 
Найдем  производную  этой  положительно  определенной 

функции Ляпунова в силу системы (7.12): 
 
ሶܸሺଵଶሻሺݍ, ωሻ ൌ ωωሶ  


sinݍሺݍሶ ሻ ൌ ωሺെ 


sinݍሻ  


sinݍሺωሻ ≡ 0. 

 
Поскольку функция Ляпунова положительно определена, а ее 

производная в силу системы (7.12) тождественно равна нулю, по‐
ложение равновесия (7.12) устойчиво. 

Теорема Ляпунова об  асимптотической  устойчивости  по‐
ложения  равновесия  автономной  системы  дифференциальных 
уравнений ݔԦሶ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ, Ԧ݂ሺ0ሻ ൌ 0.   

Если  в  некоторой  окрестности  начала  координат  в  фазовом 
пространстве системы (7.11) существует знакоопределенная функ‐
ция ܸሺݔԦሻ, производная которой  ሶܸሺଵଵሻሺݔԦሻ в силу (7.11) является зна‐
коопределенной функцией,  знака  противоположного  знаку функ‐
ции ܸሺݔԦሻ, то положение равновесия (7.11)  асимптотически устой‐
чиво. 

Доказательство.  Условия  теоремы  об  устойчивости  выпол‐
нены,  поэтому  для  малой  окрестности  ோܩ ൌ ሼݔԦ:	‖ݔԦ‖ ൏ ܴሽ  начала 
координат  существует  окрестность  ܩ ൌ ሼݔԦ:	‖ݔԦ‖ ൏  ሽݎ такая,  что 
фазовая  траектория,  выпущенная  из  этой  окрестности  в  момент 
ݐ ൌ 0, не выйдет из окрестности ܩோ. Пусть ݔԦ ൌ φሬሬԦሺݐ, ‐Ԧሻ − такая траݔ
ектория,  т.е. φሬሬԦሺ0, Ԧሻݔ ൌ Ԧݔ ∈  .ܩ Нужно  доказать,  что  для  любого 
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ε  0 существует момент времени ݐଵ, после которого фазовая точ‐
ка φሬሬԦሺݐ,  Ԧሻݔ находится  в  окрестности ܩக ൌ ሼݔԦ:	‖ݔԦ‖ ൏  ሽߝ начала  ко‐
ординат, т.е. lim௧→ஶ φሬሬԦሺݐ, Ԧሻݔ ൌ 0ሬԦ. 

Для  этого по  заданному ε  0  найдем δ  0  такое,  что фазо‐
вая точка, попав в момент ݐଵ в ܩஔ ൌ ሼݔԦ:	‖ݔԦ‖ ൏ ‐ሽ, остается в мноߜ
жестве  கܩ ൌ ሼݔԦ:	‖ݔԦ‖ ൏  ሽߝ при  всех  ݐ   .ଵݐ Другими  словами  из 
φሺݐଵ, Ԧሻݔ ∈  ஔ следует, чтоܩ

 
ሼݔԦ:	ݔԦ ൌ φሬሬԦሺݐ, ,Ԧሻݔ ݐ  ଵሽݐ ⊂ கܩ ൌ ሼݔԦ:	‖ݔԦ‖ ൏  .ሽߝ

 

Предположим, что фазовая траектория никогда не попадает в 
ݐ ஔ, тогда при всехܩ  0 фазовая точка φሬሬԦሺݐ, ‐Ԧሻ находится в шароݔ
вом  слое  ோܩ ൌ ሼݔԦ:	‖ݔԦ‖ ൏ ܴሽ ∖ ஔܩ ൌ ሼݔԦ:	‖ݔԦ‖ ൏  .ሽߜ Пусть  для  опре‐
деленности функция Ляпунова ܸሺݔԦሻ определенно положительна. В 
замыкании  шарового  слоя  ோܩ ∖  ஔܩ определенно  отрицательная 
функция  ሶܸሺଵଵሻሺݔԦሻ имеет максимальное значение, которое обозна‐
чим ݓ୫ୟ୶. Очевидно, что ݓ୫ୟ୶ ൏ 0.   Для значения функции Ляпу‐
нова вдоль фазовой траектории ݔԦ ൌ φሬሬԦሺݐ,  Ԧሻ справедлива оценкаݔ

 
ܸ൫φሬሬԦሺݐ, Ԧሻ൯ݔ ൌ ܸሺݔԦሻ   ሶܸሺଵሻ൫φሬሬԦሺݐ, ݐԦሻ൯݀ݔ 

௧
 ܸሺݔԦሻ   (7.13) .ݐ୫ୟ୶ݓ

Поскольку ݓ୫ୟ୶ ൏ 0, правая часть неравенства (7.13) с ростом 
 ݐ становится  отрицательной,  что  противоречит  положительной 
определенности ܸሺݔԦሻ.  Полученное  противоречие  доказывает  по‐
падание фазовой траектории в некоторый момент ݐଵ в ܩஔ. 

Для  примера  докажем  асимптотическую  устойчивость  поло‐
жения равновесия автономной системы: 

 

൜ݔሶଵ ൌ െݔଵ െ ,ଶݔ
ሶଶݔ ൌ ଵݔ െ .ଶݔ

   (7.14) 
 

В качестве функции Ляпунова возьмем положительно опреде‐
ленную функцию ܸሺݔԦሻ ൌ ଵଶݔ   ଶଶ, которую продифференцируем вݔ
силу системы (7.14): 

 
ሶܸሺଵସሻሺݔԦሻ ൌ ଵݔଵሺെݔ2 െ ଶሻݔ  ଵݔଶሺݔ2 െ ଶሻݔ ൌ െ2ݔଵଶ െ  .ଶଶݔ2
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Функция  ܸሺݔԦሻ ൌ ଵଶݔ   ଶଶݔ определенно  положительна,  а  ее 
производная  в  силу  системы  (7.14)  ሶܸሺଵସሻሺݔԦሻ ൌ െ2ሺݔଵଶ   ଶଶሻݔ опре‐
деленно отрицательна, следовательно, точка покоя системы (7.14) 
асимптотически устойчива. 

В теореме Н.Н. Красовского, обобщающей теорему Ляпунова, 
требования,  налагаемые  на  производную  в  силу  системы,  ослаб‐
лены. 

Теорема  Красовского  об  асимптотической  устойчивости. 
Если  в  некоторой  окрестности  начала  координат  в  фазовом  про‐
странстве системы (7.11) существует определенно положительная 
функция ܸሺݔԦሻ, производная которой  ሶܸሺଵଵሻሺݔԦሻ в силу системы (7.11) 
является знакопостоянной отрицательной функцией, причем мно‐
жество  ܭ ൌ ൛ݔԦ:	 ሶܸሺଵଵሻሺݔԦሻ ൌ 0ൟ  не  содержит  целых  траекторий,  от‐
личных  от  начала  координат,  то  положение  равновесия  (7.11) 
асимптотически устойчиво в смысле Ляпунова. 

Применим теорему Красовского к установлению асимптотиче‐
ской устойчивости нижнего положения математического маятника 
длиной  ݈,  совершающего движения в поле  тяжести с ускорением 
свободного  падения  ݃  при  наличии  сопротивления  среды,  про‐
порционального  угловой  скорости.    Уравнения  движения  маят‐
ника: 

ሷݍ  ሶݍ݇  

sinݍ ൌ 0, 

 

где ݍ  −  угол  отклонения маятника  от  вертикали,  запишем  в  нор‐
мальной форме: 

ቊ
ሶݍ ൌ ω,

ωሶ ൌ െ 

sinݍ െ ݇ω.   (7.15) 

 

Функцией  Ляпунова,  как  и  в  случае  движения  маятника  без 
сопротивления, нам послужит полная энергия маятника 

 

ܸሺݍ, ωሻ ൌ னమ

ଶ
 


ሺ1 െ cosݍሻ.   (7.16) 

 

Найдем  производную  положительно  определенной  функции 
Ляпунова (7.16) в силу системы (7.15): 
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ሶܸሺଵହሻሺݍ, ωሻ ൌ ωωሶ 
݃
݈
sinݍሺݍሶ ሻ ൌ 

ωቀെ

sinݍ െ ݇ωቁ  


sinݍሺωሻ ൌ െ݇ωଶ. 

 

Функция  ሶܸሺଵହሻሺݍ, ߱ሻ  0  и  принимает  нулевые  значения  на 
множестве 

ܭ ൌ ൛ݔԦ:	 ሶܸሺଵହሻሺݔԦሻ ൌ 0ൟ ൌ ሼሺݍ, ωሻ:	ω ൌ 0ሽ. 
 

Целой  траекторией  на  множестве  точек  фазового  простран‐
ства,  в  которых  угловая  скорость  равна  нулю,  могут  быть  только 
точки покоя. В малой окрестности нижнего положения равновесия 
точка покоя только одна – начало координат. Все условия теоремы 
Красовского  выполнены,  следовательно,  нижнее  положение  рав‐
новесия  маятника  при  наличии  сопротивления  асимптотически 
устойчиво.  

 
7.3. Асимптотическая устойчивость в целом 

 
Пусть для  точки ݔ фазового пространства автономной систе‐

мы ݔԦሶ ൌ ݂ሺݔԦሻ существует последовательность ݐଵ ൏ ଶݐ ൏ ⋯ ൏ ݐ ൏ … 
…ሺݐ → ∞ሻ  такая,  что  lim→ஶ ,ݐԦሺݔ ሻݔ ൌ  .ݕ Тогда  точка фазового 
пространства   ݕ называется ω‐предельной  точкой  для  точки   .ݔ
Если  существует  последовательность  ଵݐ  ଶݐ  ⋯  ݐ  ⋯ሺݐ →
െ∞ሻ  такая,  что  lim→ஶ ,ݐԦሺݔ ሻݔ ൌ  ,ݕ то  точка фазового простран‐
ства ݕ называется α‐предельной точкой для точки ݔ. 

Для всех точек достаточно малой окрестности асимптотически 
устойчивого  положения  равновесия  это  положение  равновесия 
является ω‐предельной точкой. Точки предельного цикла являют‐
ся ω‐предельными для  точек фазовых  траекторий,  которые,  при‐
ближаясь к циклу, навиваются на него. 

Теорема. Все ω‐предельные точки данной точки ݔԦ образуют 
замкнутое множество, состоящее из целых траекторий. 

Доказательство.  Предельная  точка  для  предельных  точек 
некоторого  множества  снова  является  предельной  точкой  этого 
множества. Это обусловливает замкнутость множества ω‐предель‐
ных  точек  точки   .Ԧݔ Пусть   Ԧݕ является ω‐предельной  точкой  для 
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точки   ,Ԧݔ т.е.  lim→ஶ ,ݐԦሺݔ ሻݔ ൌ  .Ԧݕ Докажем,  что  точки  фазовой 
траектории  ,Ԧሺ߬ݔ  ,Ԧሻݕ содержащей   ,Ԧݕ также  будут ω‐предельными 
точками для точки ݔԦ. При доказательстве воспользуемся группо‐
вым свойством решений автономной системы и непрерывной за‐
висимостью решения от начального значения: 

 

lim
→ஶ

ݐԦሺݔ  τ, Ԧሻݔ ൌ limݔԦ
→ஶ

ሺ τ, ,ݐԦሺݔ Ԧሻሻݔ ൌ 

ൌ Ԧݔ ൬τ, lim
→ஶ

,ݐԦሺݔ Ԧሻ൰ݔ ൌ ,Ԧሺτݔ  .Ԧሻݕ
 

Лемма. Пусть в области ܩ фазового пространства автономной 
системы существует ограниченная снизу функция ܸ,  производная 
которой в силу системы знакоотрицательна в ܩ. Тогда все ω‐пре‐
дельные точки любой траектории, не покидающей ܩ при ݐ → ∞, 
лежат на одной и той же поверхности уровня функции  ܸ. 

Доказательство.  Пусть  ሼݔԦ:	ݔԦ ൌ ,ݐԦሺݔ ,Ԧሻݔ ݐ  0ሽ ⊂  ܩ и 
Ԧݕ ൌ lim→ஶ ,ݐԦሺݔ  .Ԧݔ Ԧ является ω‐предельной точкой дляݕ .Ԧሻ, т.еݔ
Для  функции  ܸሺݔԦሺݐ,  Ԧሻሻݔ при  ݐ → ∞  существует  предел 
ݒ ൌ lim௧→ାஶ ܸሺݔԦሺݐ, ‐Ԧሻሻ, поскольку она не возрастает и ограничеݔ
на снизу. В силу непрерывности ܸ 

 

ݒ ൌ lim→ାஶ ܸ൫ݔԦሺݐ, Ԧሻ൯ݔ ൌ ܸሺlim→ஶ ,ݐԦሺݔ Ԧሻሻݔ ൌ ܸሺݕԦሻ. 
Таким  образом,  все ω‐предельные  точки  любой  траектории, 

не покидающей ܩ при ݐ → ∞, лежат на одной и той же поверх‐
ности уровня ܸሺݔԦሻ ൌ  .ݒ

Определение устойчивости в целом. Нулевое решение авто‐
номной  системы  Ԧሶݔ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ  называется  устойчивым  в  целом  или 
устойчивым при любых начальных возмущениях,  если оно  устой‐
чиво  по  Ляпунову  и  для  всякого  другого  решения   ሻݐԦሺݔ системы 
‖ሻݐԦሺݔ‖ → 0 при ݐ → ∞. 

Определение бесконечно большой функции Ляпунова ܸ. Если 
для любого положительного числа ܯ  существует ݎ  0  такое, что 
ܸሺݔԦሻ  ‖Ԧݔ‖ при ܯ  ‐то функцию Ляпунова называют бесконеч ,ݎ
но большой. 

Поскольку  положительно  определенная  квадратичная форма 
удовлетворяет неравенству  
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μ୫୧୬‖ݔԦ‖ଶ   ,ԦݔܥԦ்ݔ
 

где μ୫୧୬  0  − наименьшее  собственное число формы,  она  явля‐
ется  бесконечно большой.  Определенно положительная функция 

ܸሺݔԦሻ ൌ ଵଶݔ 
௫మమ

ଵା௫మమ
  не  является  бесконечно  большой.  При ݔଵ ൌ 0  и 

ଶݔ → ∞ эта функция не стремится к бесконечности. 
Все  поверхности  уровня  бесконечно  большой  функции  огра‐

ничены,  так как для любого ܯ  0 можно найти ݎ  0  такое,  что 
ܸሺݔԦሻ   ܯ при  ‖Ԧݔ‖   ݎ и,  следовательно,  все  точки  поверхности 
ܸሺݔԦሻ ൌ ‖Ԧݔ‖ лежат внутри шара ܯ    .ݎ

Теорема об  асимптотической  устойчивости в целом Бар‐
башина−Красовского. Если в некоторой окрестности начала коор‐
динат  в  фазовом  пространстве  системы  (7.11)  существует  беско‐
нечно  большая  определенно  положительная  функция ܸሺݔԦሻ,  про‐
изводная которой  ሶܸሺଵଵሻሺݔԦሻ в силу системы (7.11) является знакопо‐
стоянной отрицательной функцией во всем фазовом пространстве, 
причем множество ܭ ൌ ൛ݔԦ:	 ሶܸሺଵଵሻሺݔԦሻ ൌ 0ൟ  не  содержит  целых  тра‐
екторий, отличных от начала координат, то положение равновесия 
системы (7.11) устойчиво в целом. 

Доказательство.  Из  произвольной  точки   Ԧݔ фазового  про‐
странства выпустим  траекторию ݔԦሺݐ, ,Ԧሻݔ ሺݐ  0ሻ. По  условию  тео‐
ремы  ܸሺݔԦሺݐ,  Ԧሻሻݔ не  возрастает,  следовательно,  ܸሺݔԦሺݐ, Ԧሻሻݔ  
 ܸሺݔԦሻ. Множество точек фазового пространства ሼݔԦ: ܸሺݔԦሻ  ܸሺݔԦሻሽ, в 
котором  лежит  полутраектория  ,ݐԦሺݔ ,Ԧሻݔ ሺݐ  0ሻ,  ограничено,  по‐
этому множество ω‐предельных точек этой траектории Ω не пусто. 
Если это множество содержит только одну точку,  совпадающую с 
началом координат, то теорема доказана, поскольку в этом случае 
lim௧→ାஶ ,ݐԦሺݔ Ԧሻݔ ൌ 0. Допустим, что ݕԦ ∈ Ω и  ݕԦ ് 0. Из леммы сле‐
дует, что 

ܸሺݕԦሻ ൌ ܸ൫ݔԦሺݐ, Ԧሻ൯ݕ ൌ lim௧→ାஶ ܸ൫ݔԦሺݐ, Ԧሻ൯ݔ ് 0. 
 

Таким  образом,  все ω‐предельные  точки  начального  состоя‐
ния ݔԦ лежат на одной поверхности уровня ܸሺݔԦሻ ൌ ܸሺݕԦሻ. Множе‐
ство Ω замкнуто и состоит из целых траекторий. Функция ܸ вдоль 
этих траекторий остается постоянной, поэтому на всем множестве 
Ω выполняется равенство  ሶܸሺଵଵሻሺݔԦሻ ൌ 0, т.е. Ω ⊂ ൛ݔԦ: ሶܸሺଵሻሺݔԦሻ ൌ 0ൟ и, 
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следовательно,  множество ܭ ൌ ൛ݔԦ:	 ሶܸሺଵሻሺݔԦሻ ൌ 0ൟ  содержит  целые 
траектории. Это противоречие доказывает теорему. 

Следствие теоремы Барбашина−Красовского. Если существу‐
ет  бесконечно  большая  определенно  положительная  функция ܸ, 
производная которой  ሶܸሺଵଵሻሺݔԦሻ в силу системы  (7.11) определенно 
отрицательна во всем фазовом пространстве, то нулевое решение 
(7.11) асимптотически устойчиво в целом. 

В  качестве  примера  применения  этого  следствия  исследуем 
устойчивость точки покоя автономной системы 

 

ቊ
ሶଵݔ ൌ െ5ݔଶ െ ,ଵଷݔ
ሶଶݔ ൌ ଵݔ7 െ ,ଶଷݔ

 

 

c  помощью  бесконечно  большой  положительно  определенной 
функции  

ܸሺݔԦሻ ൌ ଵଶݔ7   .ଶଶݔ5
 

Вычислим производную этой функции в силу нашей системы: 
 

ሶܸ ሺݔԦሻ ൌ ሶଵݔଵݔ14  ሶଶݔଶݔ10 ൌ ଶݔଵሺെ5ݔ14 െ ଵଷሻݔ  ଵݔଶሺ7ݔ10 െ ଶଷሻݔ ൌ
ൌ െሺ14ݔଵସ   .ଶସሻݔ10

Функция  ሶܸ ሺݔԦሻ  определена  во  всем  пространстве  и  отрица‐
тельно определена. Положение равновесия исследуемой системы 
асимптотически устойчиво в целом. 

 
7.4. Теоремы о неустойчивости 

 
Теорема  о  неустойчивости  Красовского.  Если  существует 

функция  ܸ,  не  являющаяся  знакоотрицательной  в  произвольной 
окрестности начала координат и такая, что ее производная в силу 
системы  (7.11)  знакоположительна  и  не  обращается  в  нуль  на 
множестве,  содержащем целые  траектории,  исключая начало ко‐
ординат, то положение равновесия (7.11) неустойчиво.  

Доказательство.  Покажем  существование  ε  0  такого,  что 
для  произвольно  малого  δ  0  полутраектория  ,ݐԦሺݔ ,Ԧሻݔ ሺݐ  0ሻ, 
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при  условии  ‖Ԧݔ‖ ൏  ߜ выйдет  за  пределы  множества  തகܤ ൌ 
ൌ ሼݔԦ: ‖Ԧݔ‖  εሽ. 

Предположим  противное  и  для  произвольно  малого  δ  0 
выберем точку ݔԦ, в которой ܸሺݔԦሻ ൌ ݒ  0. Найдем окрестность 
ܤ ൌ ሼݔԦ: ‖Ԧݔ‖ ൏ 	ߟ ∧ 	 |ܸሺݔԦሻ| ൏  ,ሽݒ в  которую фазовая полутраекто‐
рия ݔԦሺݐ, ,Ԧሻݔ ሺݐ  0ሻ, не может попасть, ибо ܸሺݔԦሺݐ,  Ԧሻሻ не убываетݔ
с ростом ݐ. Фазовая полутраектория будет лежать в шаровом слое 
തகܤ ∖  Ԧ такжеݔ , и непустое множество ω‐предельных точек точкиܤ
будет  лежать  в  этом  слое:  Ω ⊂ തகܤ ∖  .ܤ Множество  Ω  замкнуто, 
состоит  из  целых  траекторий  и  лежит  на  поверхности  уровня 
функции ܸ,  поэтому  на  всем множестве Ω  производная  ሶܸሺଵଵሻ  об‐
ращается в ноль. 

Из  включения  Ω ⊂ ൛ݔԦ: ሶܸሺଵଵሻሺݔԦሻ ൌ 0ൟ  следует,  что  множество 
ܭ ൌ ൛ݔԦ:	 ሶܸሺଵଵሻሺݔԦሻ ൌ 0ൟ содержит целые траектории. Это противоре‐
чие доказывает теорему. 

З а м е ч а н и е.   В формулировке теоремы о неустойчивости 
Красовского  можно  принять  функцию  ሶܸሺଵଵሻ  знакоотрицательной, 
но тогда функция ܸ не должна быть знакоположительной. 

Применим  теорему  о  неустойчивости  Красовского  к  установ‐
лению неустойчивости  верхнего  положения математического ма‐
ятника  с  уравнениями  движения  (7.15),  в  котором  выполним  за‐
мену переменной ݍ ൌ π  α, где α − угол отклонения маятника от 
верхнего  положения равновесия ݍ ൌ π.  После  замены уравнения 
движения примут вид 

 

ቊ
αሶ ൌ ω,
ωሶ ൌ 


sinα െ ݇ω.   (7.17) 

 

Функция  ܸሺα,ωሻ ൌ னమ

ଶ
 


ሺcosα െ 1ሻ  не  является  знакополо‐

жительной,  поскольку  принимает  отрицательные  значения  в  точ‐
ках ሺα, 0ሻ, сколь угодно близких к точке ሺ0, 0ሻ. Продифференциру‐
ем эту функцию в силу системы (7.17): 

 

ሶܸሺଵሻሺα, ωሻ ൌ ωωሶ െ
݃
݈
ሺsinαሻߙሶ ൌ 



69 
 

 

ൌ ωቀ

sinα െ ݇ωቁ െ 


ሺsinαሻ߱ ൌ െ݇ωଶ. 

 
Функция  ሶܸሺଵሻሺα, ωሻ  0  и  принимает  нулевые  значения  на 

множестве 
 

ܭ ൌ ൛ݔԦ:	 ሶܸሺଵሻሺα, ωሻ ൌ 0ൟ ൌ ሼሺα,ωሻ:	ω ൌ 0ሽ. 
 
Целой  траекторией  на  множестве  точек  фазового  простран‐

ства,  в  которых  угловая  скорость  равна  нулю,  могут  быть  только 
точки  покоя.  В  малой  окрестности  верхнего  положения  равнове‐
сия точка покоя только одна – начало координат. Все условия тео‐
ремы  Красовского  выполнены,  следовательно,  верхнее  положе‐
ние равновесия маятника неустойчиво.  

Ляпунову принадлежат две теоремы о неустойчивости движе‐
ния. 

Первая  теорема  Ляпунова  о  неустойчивости.  Если  су‐
ществует функция ܸ, имеющая знакоопределенную производную 
в силу системы (7.11) и такая, что в любой малой окрестности точ‐
ки  ܱ  не  является  знакопостоянной,  знака,  противоположного  
знаку  ሶܸሺଵଵሻ,  то  нулевое  решение  системы  (7.11)  неустойчиво.  Эта 
теорема  есть  прямое  следствие  теоремы  о  неустойчивости  Кра‐
совского. 

Вторая  теорема  Ляпунова  о  неустойчивости.  Если  суще‐
ствует функция ܸ такая, что ее производная в силу системы (7.11) 
имеет вид 

ሶܸሺଵሻ ൌ λܸ ܹ,   (7.18) 
 

где λ  −  положительная  постоянная,  а ܹ  или  тождественно обра‐
щается в нуль, или является знакопостоянной, и если в последнем 
случае функция ܸ не является в любой малой окрестности точки ܱ 
знакопостоянной,  знака,  противоположного  знаку ܹ,  то  нулевое 
решение системы (7.11) неустойчиво. 

Доказательство. Для определенности будем полагать функ‐
цию ܹ знакопостоянной положительной. Для произвольно мало‐
го δ  0 выберем точку ݔԦ фазового пространства системы (7.11), в 
которой  ܸሺݔԦሻ ൌ ݒ  0.  Покажем,  что  фазовая  траектория  
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,ݐԦሺݔ  Ԧሻݔ с  ростом   ݐ выйдет  за  пределы  любой  окрестности 
கܤ ൌ ሼݔԦ: ‖Ԧݔ‖ ൏  .ሽ, в которой выполнены условия теоремыߝ

Вдоль фазовой траектории выполняется равенство (7.18): 
 

ௗ
ௗ௧
ܸ൫ݔԦሺݐ, Ԧሻ൯ݔ ൌ λܸ൫ݔԦሺݐ, Ԧሻ൯ݔ ܹሺݔԦሺݐ,   ,Ԧሻሻݔ (7.19) 

 
из которого можно определить функцию времени ܸ൫ݔԦሺݐ, ‐Ԧሻ൯, реݔ
шая  линейное  дифференциальное  уравнение  (7.19)  с  начальным 
условием ܸሺݔԦሻ ൌ ݒ  0: 
 

ܸ൫ݔԦሺݐ, Ԧሻ൯ݔ ൌ ݁௧ሺݒ   ݁ିதܹ൫ݔԦሺτ, Ԧሻ൯݀߬ሻݔ
௧
 . 

 
Поскольку ܹሺݔԦሻ  0, справедливо неравенство 
 

ܸ൫ݔԦሺݐ, Ԧሻ൯ݔ   ,݁௧ݒ
 
из  которого  следует,  что ܸ൫ݔԦሺݐ,  Ԧሻ൯ݔ растет  неограниченно,  пока 
выполняются условия теоремы. Поэтому фазовая траектория вый‐
дет за пределы окрестности ܤக ൌ ሼݔԦ: ‖Ԧݔ‖ ൏  .ሽ начала координатߝ

Все  условия  второй  теоремы Ляпунова  о  неустойчивости  вы‐
полнены  в  следующем  примере  исследования  устойчивости  по‐
ложения равновесия автономной системы:  

൜ݔሶଵ ൌ ଵݔ െ ,ଶݔ
ሶଶݔ ൌ െݔଵ  ,ଶݔ

   (7.20) 
 

c  помощью  функции  Ляпунова  ܸሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ ଵଶݔ െ  .ଶଶݔ Производная 
этой функции в силу системы (7.20) имеет вид 
 

ሶܸሺଶሻሺݔԦሻ ൌ ଵݔଵሺݔ2 െ ଶሻݔ െ ଵݔଶሺെݔ2  ଶሻݔ ൌ ଵଶݔ2 െ  .ଶଶݔ2
 

Таким образом,  ሶܸሺଶሻሺݔԦሻ ൌ 2ܸሺݔԦሻ и выполняются условия тео‐
ремы при λ ൌ 2  0 и ܹሺݔԦሻ ≡ 0. Положение равновесия системы 
(7.20) неустойчиво. 
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8. Достаточные условия устойчивости положения равновесия  
линейной автономной системы 

 
Сформулируем достаточные условия устойчивости положения 

равновесия  для  линейной  однородной  системы  с  постоянными 
коэффициентами, векторная запись которой имеет вид 

 

Ԧሶݔ ൌ   .Ԧݔܣ (8.1) 
 

Решение системы (8.1) с начальными значениями 0, ξԦ обозна‐
чим  через  ψሬሬԦ൫ݐ, ξԦ൯.  Если  все  собственные  значения  матрицы   ܣ
имеют отрицательные действительные части, то существуют такие 
положительные числа α и ݎ, что выполнено неравенство  

 

∥ ψሬሬԦ൫ݐ, ξԦ൯ ∥ ݎ ∥ ξ ∥ ݁ି௧,												ݐ  0.   (8.2) 
 

Из (8.2) непосредственно следует, что положение равновесия 
Ԧݔ ൌ 0 уравнения  (8.1) является устойчивым по Ляпунову и асимп‐
тотически устойчивым.  

Докажем неравенство (8.2) для случая, когда все собственные 
числа  λଵ, … , λ  матрицы   ܣ различны.  Такая  матрица  приводится 
преобразованием подобия к диагональному виду ܣ ൌ ܵΛܵିଵ,  где 
Λ  –  диагональная  матрица,  у  которой  на  диагонали  стоят  соб‐
ственные  числа  матрицы   .ܣ Решение  ψሬሬԦ൫ݐ, ξԦ൯ ൌ ݁௧ξԦ  уравнения 
(8,1) можно представить в виде 

ψሬሬԦ൫ݐ, ξԦ൯ ൌ ܵ݁ஃ௧ܵିଵξԦ,   (8.3) 
 

из которого следует оценка нормы решения: 
 

∥ ψሬሬԦ൫ݐ, ξԦ൯ ∥∥ ܵ ∥∥ ݁ஃ௧ ∥∥ ܵିଵ ∥∥ ξԦ ∥.   (8.4) 
 

Пусть α ൌ maxሼܴ݁λଵ, … , ܴ݁λሽ, тогда 
 

∥ ݁ஃ௧ ∥ൌ max൛ห݁భ௧ห, … , |݁௧|ൟ ൌ ݁ି௧. 
 

Обозначив  ∥ ܵ ∥∥ ܵିଵ ∥ൌ  ,ݎ из  (8.4)  получим  оценку  нормы 
решения: 
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∥ ψሬሬԦ൫ݐ, ξԦ൯ ∥ ݎ ∥ ξ ∥ ݁ି௧, 
 

которая  остается  справедливой  и  в  случае,  когда  матрица   ܣ не 
приводится к диагональному виду. Устойчивость по Ляпунову по‐
ложения равновесия ݔԦ ൌ 0ሬԦ непосредственно вытекает из неравен‐
ства (8.2). Действительно, если ε − заданное положительное число, 
то  достаточно  принять  за  δ  число  ε ⁄ݎ .  Асимптотическая  устойчи‐
вость также вытекает из неравенства (8.2). 

 
 

9. Построение функции Ляпунова в виде квадратичной формы 
для линейной автономной системы 

 
Найдем производную квадратичной формы ܸ ൌ  ԦݔܤԦ்ݔ в  силу 

автономной линейной системы  
 

Ԧሶݔ ൌ   . Ԧݔܣ (9.1) 
 

Поскольку ݔԦሶ ் ൌ   ,்ܣԦ்ݔ
 

ሶܸሺଵሻሺݔԦሻ ൌ Ԧሶݔ Ԧݔܤ்  ԦሶݔܤԦ்ݔ ൌ ܤ்ܣԦ்ሺݔ    . Ԧݔሻܣܤ (9.2) 
 

Для  того  чтобы  форма  ܸ ൌ  ԦݔܤԦ்ݔ удовлетворяла  уравнению 
ሶܸሺଵሻሺݔԦሻ ൌ ܹሺݔԦሻ,  где ܹሺݔԦሻ ൌ  ԦݔܥԦ்ݔ −  заданная  квадратичная  фор‐

ма, матрица ܤ должна быть решением матричного уравнения 
ܤ்ܣ  ܣܤ ൌ   .ܥ (9.3) 

 

При  заданной  симметричной матрице ܤ  уравнение  (9.3)  ста‐
вит в соответствие ей симметричную матрицу ܥ. Покажем, что это 
соответствие линейно. Действительно, 

 

ଵܤሺα்ܣ  βܤଶሻ  ሺαܤଵ  βܤଶሻܣ ൌ αሺܤ்ܣଵ  ሻܣଵܤ  βሺܤ்ܣଶ 
ܤଶܣሻ. 

 

Симметричная  матрица  порядка  ݊  задается  ܰ ൌ ሺାଵሻ
ଶ

  эле‐
ментами. Поэтому линейное пространство  симметричных матриц 
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порядка  ݊  имеет ܰ ൌ ሺାଵሻ
ଶ

  измерений.  В  этом  конечномерном 
пространстве  действует  линейный  оператор  ሻܤሺܨ ൌ ܤ்ܣ   .ܣܤ
Для  существования  обратного  оператора   ሻܥଵሺିܨ необходимо  и 
достаточно, чтобы среди собственных чисел оператора ܨ не было 
нулевых.  Отсутствие  нулевых  собственных  чисел  этого  оператора 
гарантирует  существование  единственного  решения  матричного 
уравнения (9.3). 

Собственным числом оператора ܨ называется число ߤ, для ко‐
торого  существует  ненулевая матрица ܤ,  удовлетворяющая  соот‐
ношению ܨሺܤሻ ൌ μܤ. 

Лемма. Пусть λଵ, λଶ, … , λ – собственные числа матрицы ܣ, то‐
гда любое число ߣ  ߣ   является собственным числом оператора 
ሻܤሺܨ ൌ ܤ்ܣ   .ܣܤ

Доказательство.  Рассмотрим  собственный  столбец  ሬ݄Ԧ  мат‐
рицы   ,்ܣ отвечающий  собственному  числу  λ,  таким  образом, 
்ܣ ሬ݄Ԧ ൌ λ ሬ݄Ԧ.  Покажем,  что матрица ܤ ൌ ሬ݄Ԧ൫ሬ݄Ԧ൯

்
  является  соб‐

ственной  для  оператора   ,ܨ отвечающей  собственному  числу 
μ ൌ λ  λ: 

൯ܤ൫ܨ ൌ ்ܣ ሬ݄Ԧ൫ሬ݄Ԧ൯
்
 ሬ݄Ԧ൫ሬ݄Ԧ൯

்
ܣ ൌ λ ሬ݄Ԧ൫ሬ݄Ԧ൯

்
 ሬ݄Ԧ൫்ܣ ሬ݄Ԧ൯

்
ൌ

ൌ λ ሬ݄Ԧ൫ሬ݄Ԧ൯
்
 λ ሬ݄Ԧ൫ሬ݄Ԧ൯

்
ൌ ሺλ  λሻܤ. 

 

Утверждение  доказанной  леммы можно  усилить  фактом,  ко‐
торый мы примем без доказательства. Любое собственное число 
оператора ܨ имеет вид λ  λ.  

Если все собственные числа матрицы ܣ имеют отрицательные 
вещественные части,  то ни одна из  сумм этих  собственных чисел 
λ  λ  не обращается в нуль. В этом случае оператор ܨ не имеет 
нулевых собственных чисел и, следовательно, обратим. 

Теорема. Если система (9.1) асимптотически устойчива, т.е. все 
собственные числа матрицы ܣ имеют отрицательные вещественные 
части,  то для  любой  квадратичной формы ܹሺݔԦሻ ൌ  ԦݔܥԦ்ݔ найдется 
единственная квадратичная форма ܸሺݔԦሻ ൌ ‐Ԧ такая, что ее проݔܤԦ்ݔ
изводная в силу системы (9.1) равна ܹሺݔԦሻ ൌ ‐Ԧ. Другими словаݔܥԦ்ݔ
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ми,  для  любой  симметричной  матрицы   ܥ найдется  единственная 
симметричная матрица ܤ из уравнения ܤ்ܣ  ܣܤ ൌ  .ܥ

Например, для системы второго порядка 
 

Ԧሶݔ ൌ ቀ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶቁ  Ԧݔ

 

при заданной квадратичной форме  
 

ܹሺݔԦሻ ൌ ܿଵଵݔଵଶ  2ܿଵଶݔଵݔଶ  ܿଶଶݔଶଶ 
 
квадратичная форма ܸሺݔԦሻ ൌ  Ԧ, удовлетворяющая условиюݔܤԦ்ݔ
 

ሶܸሺଵሻሺݔԦሻ ൌ ܹሺݔԦሻ, 
 
может быть определена равенством  
 

ܸሺݔԦሻ ൌ െ ଵ
ଶ∆
ተ

0 ଵଶݔ
ܿଵଵ ܽଵଵ

ଶݔଵݔ2 ଶଶݔ
ܽଶଵ 0

2ܿଵଶ ܽଵଶ
ܿଶଶ 0

ܽଵଵ  ܽଶଶ ܽଶଵ
ܽଵଶ ܽଶଶ

ተ,   (9.4) 

 
где 

∆ൌ อ
ܽଵଵ ܽଶଵ 0
ܽଵଶ ܽଵଵ  ܽଶଶ ܽଶଵ
0 ܽଵଶ ܽଶଶ

อ. 

 
П  р  и м  е  р.    Найти  квадратичную форму ܸሺݔԦሻ,  производная 

которой в силу системы 

Ԧሶݔ ൌ ቀെ2 1
1 െ2ቁ  Ԧݔ

 

была бы формой ܹሺݔԦሻ ൌ െݔଵଶ െ   .ଶଶݔ
Подсчитаем определитель: 
 

∆ൌ อ
െ2 1 0
1 െ4 1
0 1 െ2

อ ൌ െ12. 
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Согласно равенству (9.3) 
 

ܸሺݔԦሻ ൌ ଵ
ଶସ
ተ
0 ଵଶݔ
െ1 െ2

ଶݔଵݔ2 ଶଶݔ
1 0

0 1
െ1 0

െ4 1
1 െ2

ተ. 

 

Раскрывая этот определитель по первой строке, находим 
 

ܸሺݔԦሻ ൌ
1
24

ൈ ൭െݔଵଶ อ
െ1 1 0
0 െ4 1
0 0 െ2

อ  ଶݔଵݔ2 ൈ 

ൈ อ
െ1 െ2 0
0 1 1
0 2 െ2

อെݔଶଶ อ
െ1 െ2 1
0 1 െ4
0 2 െ0

อ൱ ൌ
1
3
ሺݔଵଶ  ଶݔଵݔ   .ଶଶሻݔ

 
 

10. Теоремы Ляпунова об устойчивости положения равновесия 
автономной системы по первому приближению 

 
Рассмотрим автономную систему 
 

ሶݔ ൌ ݂ሺݔଵ, … , ,ሻݔ ሺ݅ ൌ 1,… , ݊ሻ,   (10.1) 
 
векторная запись которой:  
 

Ԧሶݔ ൌ Ԧ݂ሺݔԦሻ. 
 
Будем  предполагать,  что  правые  части  системы  ݂ሺݔଵ, … , ,ሻݔ

ሺ݅ ൌ 1,… , ݊ሻ  определены,  имеют  непрерывные  вторые  частные 
производные в некоторой окрестности начала координат и обра‐
щаются в нуль в начале координат, т.е.  Ԧ݂ ൌ 0. В этом случае систе‐
му (10.1) можно записать в виде 

 

ሶݔ ൌ ∑ డሺ,…,ሻ
డ௫ೕ


ୀଵ ݔ  ܴ, ሺ݅ ൌ 1,… , ݊ሻ,				   (10.2) 

 

в котором через ܴ обозначен остаточный член формулы Тейлора: 
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ܴ ൌ
ଵ
ଶ
∑ ∑ డమሺ௫Ԧሻ

డ௫ೕడ௫ೖ

ୀଵ ݔݔ

ୀଵ .   (10.3) 
 

В  силу  непрерывности  вторые  частные  производные  ограни‐
чены в некоторой окрестности начала координат: 

 

ฬడ
మሺ௫Ԧሻ
డ௫ೕడ௫ೖ

ฬ  ݈, 
 

что влечет за собой ограниченность функций ܴ: 
 

|ܴ| 
1
2
݊ଶ݈‖ݔԦ‖ଶ ൌ  Ԧ‖ଶݔ‖ܥ

 

и ограниченность нормы вектор‐функции  ሬܴԦ: 
 

ฮ ሬܴԦฮ ൌ ඥܴଵଶ ⋯ ܴଶ  Ԧ‖ଶݔ‖ܥ݊√ ൌ   .Ԧ‖ଶݔ‖ܮ (10.4) 
 

Введем обозначение డሺ,…,ሻ
డ௫ೕ

ൌ ܽ,  которое позволит  записи 

системы (10.2) придать форму 
 

ሶݔ ൌ ∑ ܽ
ୀଵ ݔ  ܴ, ሺ݅ ൌ 1,… , ݊ሻ   (10.5) 

 

или векторную форму: 
Ԧሶݔ ൌ Ԧݔܣ  ሬܴԦ,   (10.6) 

 

где ܣ ൌ ሼܽሽ  и  ሬܴԦ ൌ ሺܴଵ,… , ܴሻ்.  Наряду  с  системой  (10.6)  будем 
рассматривать систему  
 

Ԧሶݔ ൌ   ,Ԧݔܣ (10.7) 
 

которую будем называть системой первого приближения. 
Выясним условия,  при  которых из  устойчивости или неустой‐

чивости  системы  первого  приближения  вытекает  соответственно 
устойчивость  или  неустойчивость  нулевого  решения  системы 
(10.1). Для этого нам потребуется вспомогательное утверждение. 

Лемма. Если ܹ и ܸ − две квадратичные формы, причем ܹ яв‐
ляется знакоопределенной формой, тогда функция 
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ܹ 
߲ܸ
ݔ߲

ܴ



ୀଵ

 

 

будет  знакоопределенной,  совпадающей  по  знаку  с ܹ  в  некото‐
рой окрестности начала координат. 

Доказательство.  Поскольку  డ
డ௫

  есть  линейная  форма,  то 

∑ ቀడ
డ௫
ቁ
ଶ

ୀଵ   −  квадратичная  форма,  для  которой  справедлива  

оценка 

μ୫୧୬‖ݔԦ‖ଶ  ∑ ቀడ
డ௫
ቁ
ଶ
 μ୫ୟ୶‖ݔԦ‖ଶ

ୀଵ ,   (10.8) 
 

где μ୫୧୬  и μ୫ୟ୶  − наименьшее и наибольшее  собственные числа 
квадратичной  формы.  Аналогичная  оценка  имеет  место  и  для 
квадратичной формы ܹሺݔԦሻ: 
 

Ԧ‖ଶݔ‖୫୧୬ߥ  ܹሺݔԦሻ    .Ԧ‖ଶݔ‖୫ୟ୶ߥ (10.9) 
 
Из неравенства Коши−Буняковского следует: 
 

ቚ∑ డ
డ௫

ܴ
ୀଵ ቚ  ට∑ ቀడ

డ௫
ቁ
ଶ


ୀଵ ට∑ ܴଶ

ୀଵ .   (10.10) 

 
В левой части неравенства (10.10) стоит скалярное произведе‐

ние двух  векторов: ሺ డ
డ௫భ

, … , డ
డ௫భ

ሻи  ሬܴԦ ൌ ሺܴଵ,… , ܴሻ்.  Это  скалярное 
произведение можно обозначить как 

 

ቀడ
డ௫Ԧ
, ሬܴԦቁ ൌ ∑ డ

డ௫
ܴ

ୀଵ . 

Тогда (10.10) примет вид 
 

ቚቀడ
డ௫Ԧ
, ሬܴԦቁቚ  ቛడ

డ௫Ԧ
ቛ ฮ ሬܴԦฮ.   (10.11) 

 

Неравенство  (10.11)  означает,  что  абсолютная  величина  ска‐
лярного  произведения двух  векторов  не  превосходит  произведе‐
ния их длин. Из (10.11) с учетом (10.4) и (10.8) получаем 
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ቚ∑ డ
డ௫

ܴ
ୀଵ ቚ ൌ ቚቀడ

డ௫Ԧ
, ሬܴԦቁቚ   .ଷ‖ݔ‖ඥμ୫ୟ୶ܮ

 

Предположим  теперь,  что  квадратичная  форма ܹ  −  опреде‐
ленно отрицательная форма. Имеем неравенство 

 

ܹ ∑ డ
డ௫

ܴ
ୀଵ  ሺߥ୫ୟ୶   .Ԧ‖ଶݔ‖Ԧ‖ሻݔ‖ඥμ୫ୟ୶ܮ

 
При  выборе  окрестности  начала  координат,  в  которой 

‖Ԧݔ‖ඥμ୫ୟ୶ܮ ൏  ,|୫ୟ୶ߥ| получаем  неравенство  ܹ ∑ డ
డ௫

ܴ
ୀଵ ൏ 0 

при ‖ݔԦ‖ ൏ 0,  т.е.  функция ܹ ∑ డ
డ௫

ܴ
ୀଵ   будет  знакоопределен‐

ной отрицательной и, следовательно, совпадать по знаку с ܹ. 
Если ܹ − определенно положительная форма, то в окрестно‐

сти начала координат, в которой ܮඥμ୫ୟ୶‖ݔԦ‖ ൏   ,୫୧୬ߥ
 

ܹ 
߲ܸ
ݔ߲

ܴ



ୀଵ

 ൫ߥ୫୧୬ െ Ԧ‖ଶݔ‖Ԧ‖൯ݔ‖ඥμ୫ୟ୶ܮ  0 

 
при ‖ݔԦ‖  0. 

Теорема  об  устойчивости  по  первому  приближению.  Если 
корни  характеристического  полинома  системы  первого  прибли‐
жения имеют отрицательные вещественные части, то нулевое ре‐
шение системы (10.1) асимптотически устойчиво. 

В самом деле,  существует определенно положительная квад‐
ратичная форма ܸ, производная которой в силу системы первого 
приближения (10.7) равна െ‖ݔԦ‖ଶ. Производная функции ܸ в силу 
системы (10.6):  

െ‖ݔԦ‖ଶ 
߲ܸ
ݔ߲

ܴ



ୀଵ

 

 

И, согласно лемме, будет определенно отрицательной.  
Асимптотическая устойчивость теперь следует из теоремы Ля‐

пунова об асимптотической устойчивости. 
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Отметим  без  доказательства  справедливость  следующего 
утверждения. 

Теорема о неустойчивости по первому приближению. Если 
среди  корней  характеристического  полинома  системы  первого 
приближения (10.7) имеется хотя бы один с положительной веще‐
ственной частью, то нулевое решение (10.6) неустойчиво. 
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